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Kapitel 1

Einleitung

Mit der Verbreitung von Computern in der Arbeitswelt wie auch im Privatbe-
reich hat die digitale Bildverarbeitung an Bedeutung gewonnen. Heutzutage sind
in den meisten Programmen zur Bildbetrachtung und Formatkonvertierung be-
reits Werkzeuge zur Bearbeitung der Bilder integriert. In vielen Arbeitsbereichen,
in denen Bildinformationen verarbeitet werden, wie z.B. der Medizinischen Dia-
gnostik, finden spezielle Bildverarbeitungsprogramme Anwendung.

Zur Entwicklung neuer Bildverarbeitungsalgorithmen ist ein theoretischer Zu-
gang zur Bildverarbeitung hilfreich. Als brauchbar hat sich hier die Theorie der
partiellen Differentialgleichungen erwiesen. Man interpretiert ein Bild als Funk-
tion uy von einem zwei- oder dreidimensionalen Gebiet in einen Farbenraum, in
Fall von Grauwertbildern ist dies IR, und wahlt uy als Anfangswerte einer par-
tiellen Differentialgleichung. Die Losung u(t) ausgewertet zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢t = T > 0 liefert nun ein entsprechend verédndertes Bild.

Bekannte Modelle sind hier vor allem das Modell der linearen Diffusion (das
inzwischen in allen géngigen Bildbetrachtungsprogrammen implementiert ist) ,
das Perona-Malik-Modell [9] sowie das Modell der anisotropen Diffusion, welches
Weickert in seinem Buch [23] vorgestellt. Sie werden dazu verwendet, Stérungen,
die bei der Aufnahme der Bilder entstanden sind - wir nennen diese Storungen im
folgenden Rauschen - zu entfernen, ohne die wesentlichen Strukturen der Bilder
zu verandern.

Das Hauptziel der Bildbearbeitung ist, die Bildqualitéit zu verbessern oder be-
stimmte Bildmerkmale zu extrahieren. In beiden Féllen soll die Aussagekraft der
Bilder erhoht werden.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einem Spezialgebiet der Bildverar-
beitung, der Stereorekonstruktion, bei der aus zweidimensionalen Projektionen

dreidimensionaler Objekte deren Lage und Gestalt in IR® rekonstruiert wird. In
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.1: Beispiel fiir ein Stereobildpaar

unserem Fall handelt es sich bei den betrachteten Objekten um DNA-Struk-
turen, die mit Hilfe eines Elektronenmikroskops aus verschiedenen Perspektiven
aufgenommen wurden. Abb. 1.1 zeigt ein solches Paar von Stereobildern. Ziel der
Arbeit ist es, ein Modell zur Rekonstruktion der dreidimensionalen DNA-Struk-
turen zu entwickeln.

Ein Teil dieses Modells wird eine partielle Differentialgleichung beinhalten, die
eine Anisotrope Diffusion #hnlich der von Weickert vorgestellten Diffusion be-
schreibt.

Sie wird dazu verwendet werden, das starke Rauschen in den Elektronenmikros-
kop-Aufnahmen zu reduzieren und gleichzeitig die gesuchte DNA- Struktur her-
vorzuheben. Nach der anschlieBenden dreidimensionalen Rekonstruktion, bei der
aufgrund des Problems der Nichteindeutigkeit zusétzliche Strukturen entstehen,
wird es notig sein, die gesuchte DNA-Struktur zu isolieren. Wir verwenden dazu
ein Verfolgungs-(Tracing-) Verfahren basierend auf einer gewohnliche Differenti-
algleichung.

Im folgenden Kapitel werden wir zunéchst einige Grundlagen aufgreifen. Wir wer-
den auf einige Details der Elektronenmikroskopie eingehen und die Griinde fiir
die schlechte Qualitdt der Aufnahmen untersuchen. Desweiteren stellen wir die
oben kurz erwidhnten Diffusionsmodelle und ihre Eigenschaften vor. Im letzten
Teil des Kapitels wenden wir uns dem Stereoproblem zu.

Im dritten Kapitel beschreiben wir dann ausfiihrlich die Problemstellung und das
Modell zur Rekonstruktion der DNA-Strukturen, das sowohl die Vorbearbeitung
der Bilder mit Hilfe der Diffusionsgleichung als auch das Tracingverfahren nach
der Rekonstruktion umfaflt.



In Kapitel vier stellen wir den Beweis der Existenz- und Eindeutigkeit der Lésung
der Diffusionsgleichung vor.

Kapitel fiinf beschreibt die Implementierung des Modells. Zunéchst wird ein adap-
tiver Loser fiir die partielle Differentialgleichung vorgestellt, der auf der Methode
der Finiten Elemente aufbaut. Wir orientieren uns hier im wesentlichen an der
Diplomarbeit von Tobias Preufier [19]. Anschliefend beschreiben wir kurz das
Rekonstruktionsverfahren. Der letzte Teil des Kapitels beschéftigt sich mit der
Implementierung des Tracingverfahrens.

Im sechsten Kapitel werden wir zunéchst die verschiedenen Diffusionsmodelle
miteinander vergleichen und die Vorziige des von uns gewihlten Modells bei der
Erkennung eindimensionaler Strukturen darlegen. Anschlielend testen wir das
Rekonstruktionsmodell an Hand der vorliegenden DNA-Aufnahmen.

In Kapitel sieben folgt schliefSlich ein kurzes Resumé, das die Brauchbarkeit des
Modells bewertet und einen Ausblick auf weitere Optimierungen gibt.

Im Anhang fithren wir noch weitere DNA-Aufnahmen auf, anhand derer eine Re-
konstruktion durchgefiihrt wurde.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Stereobilder von DNA-Ringen

Die vorliegenden Stereobilder, die uns Eric Larquet! freundlicherweise zu Verfiig-
ung gestellt hat, sollen dazu dienen, unser Modell in der Anwendung zu testen.

Die Bilder zeigen Elektronenmikroskopaufnahmen von geschlossenen DNA-Ring-
en. Von jedem DNA-Ring wurde jeweils ein Paar von Stereobildern aufgenom-
men. Der Winkel zwischen beiden Projektionsrichtungen sowie die durch diese
Richtungen bestimmte Rotationsebene sind bekannt. Die Daten liegen als Grau-
wertbitmaps vor. Die Stereobilder werden im Département de Mathématiques der
Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL) dazu verwendet, die dreidi-
mensionale Struktur echter DNA mit den Ergebnissen der Simulation von DNA-
Strangen zu vergleichen [4].

2.1.1 Die DNA

Die Desoxyribonukleinséure, kurz DNA, ist ein langes, fadenférmiges Makromo-
lekiil. Es besteht aus zwei miteinander verdrillten Strangen, die durch Basen-
paare verbunden sind (Abb.2.1). Man bezeichnet diese Struktur als Doppelhelix.
In der Abfolge der Basenpaare ist die genetischen Information kodiert. Da DNA-
Molekiile eine Vielzahl von Informationen speichern miissen, sind sie entsprechend
lang. Um trotzdem auf kleinem Raum Platz zu finden, liegt die DNA oft nicht
linear, sondern stark gekriimmt mit vielen Windungen vor.

Geschlossene DNA-Ringe, wie sie oft bei Bakterien vorkommen, kénnen zuséatzlich
eine sogenannte Superhelixform (engl. Supercoil) besitzen. Hier sind Teile der
Doppelhelix nochmal um die Helixachse verdrillt [21].

'Eric Larquet arbeiten momentan am Pasteur-Institut in Paris.

>



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Basenpaare
(4 verschiedene Basen)

Abbildung 2.1: Modell der DNA-Helix

2.1.2 Cryo-Elektronenmikroskopie

Die Bilder der DNA-Ringe wurden mit Hilfe der Cryo-Elektronenmikroskopie
aufgenommen.

Die Elektronenmikroskopie (EM) basiert auf dhnlichen physikalischen Gesetzen
wie die Lichtmikroskopie; an Stelle der Lichtstrahlen werden Elektronen verwen-
det. Die Elektronen besitzen aufgrund ihrer Geschwindigkeit Wellencharakter.
Optische Linsen werden hier durch Elektronenlinsen, die mit Hilfe von elektri-
schen oder magnetischen Feldern arbeiten, ersetzt. Aus der im Vergleich zu Licht
wesentlich kleineren Wellenlédnge der Elektronenstrahlen resultiert das deutlich
hohere Auflosungsvermogen gegeniiber dem Lichtmikroskop. Man unterscheidet
grundsétzlich zwischen Transmissions-(TEM) und Rasterelektronenmikroskopie
(SEM). Bei der TEM wird die Intensitat der die Probe durchdringenden Elek-
tronenstrahlen gemessen; beim Rasterelektronenmikroskop wird die Oberflache
eines Objekts mit einem Elektronenstrahl abgetastet und die gestreuten Elektro-
nen werden erfafit [3].

Da Elektronenstrahlen durch Kollision mit Atomen oder Molekiilen abgebremst
werden, haben sie in Gasen nur eine geringe Reichweite. In Luft liegt die Reich-
weite bei etwa 1 cm. Daher ist es notig, Elektronenstrahl und Probe im Vakuum
zu halten. Dies hat jedoch den Nachteil, dal biologisches Material wie z.B. Zellen
wahrend der Aufnahme stark austrocknet. Das kann zu unerwiinschten struktu-
rellen Verédnderungen in der Probe fithren. Um dies zu verhindern, wird bei der
sogenannten Cryo-Elektronenmikroskopie die Probe in fliissigem Stickstoff auf
etwa -196 °C abgekiihlt. Damit keine Kristallbildung einsetzt, was die Qualitit
der Probe ebenfalls vermindern wiirde, werden spezielle Verfahren zum schnellen
Abkiihlen eingesetzt. Eventuell werden die gefrorenen Proben in diinne Scheiben
geschnitten (Cryo-sectioning), um weitere Storeffekte zu beseitigen [3].
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2.1.3 Qualitat der Bilder

Abbildung 2.2: Beispiel fiir ein Stereobildpaar

Der grofie Nachteil der Elektronenmikroskopie liegt in der vergleichsweise schlech-
ten Qualitdt der Aufnahmen. Ein grofies Problem stellen die Beschiadigung der
Probe durch die Strahlen dar. Wihrend die meisten Elektronen die Probe un-
gehindert passieren oder durch elastische Stofle abgelenkt werden, geben andere
durch unelastische Sto3e Energie an die Probe ab, wodurch eventuell Molekiilbin-
dungen aufgebrochen werden und chemische Reaktion einsetzen.

In den Bildern macht sich dies durch ein starkes Rauschen bemerkbar. Um solche
Schéden zu minimieren, kann die Strahlendosis, d.h. die Anzahl der Elektronen
pro Fldche reduziert werden, was jedoch zu einem geringeren Kontrast fiihrt [3].

Aufgrund der Strahlenschiden ist die jeweils zweite Aufnahme eines DNA-Rings
deutlich schlechter als die erste. Dies wird sich bei der Bearbeitung der Bilder
bemerkbar machen. Bei Aufnahmen der DNA aus mehr als zwei Perspektiven
muf ein noch hoherer Qualitéitsverlustes in Kauf genommen werden (vgl. Abb.
2.2).

Durch die schlechte Qualitéit der Bilder gestaltet sich eine exakte Erkennung des
DNA-Rings schwierig. Betrachtet man kleinere Ausschnitte der Bilder, so ist es
z.T. fiir das menschliche Auge unmoéglich, den Verlauf des DNA-Rings zu erken-
nen. Erst beim Betrachten des gesamten Bildes ist das Auge in der Lage, den
Verlauf des DNA-Rings zu erfassen. Wir werden daher auch bei der Anwendung
unseres Rekonstruktionsmodells auf einige Schwierigkeiten stofen.
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2.2 Diffusionsmodelle

Ein Teil des Modells, das wir in Kapitel 3 ausfiihrlich beschreiben werden, wird
eine partielle Differentialgleichung beinhalten, mit deren Hilfe wir das in den in
den EM-Bildern enthaltene Rauschen reduzieren wollen.

Wir kénnen ein (zweidimensionales) Grauwertbild als Funktionen ug € (2, IR{)
auffassen, wobei Q ein Gebiet in IR? sei. Wir wihlen uo als Anfangswert einer
parabolischen Differentialgleichung, deren eindeutige Losung u : [0,7] x Q2 — R™
bis zur Zeit 7' > 0 unter geeigneten Voraussetzungen eine C([0,7] x Q)— bzw.
eine C*([0,7] x 2)-Funktion darstellt. Die Losung zu einer festen Zeit punkt-
weise ausgewertet interpretieren wir wiederum als Grauwertbild. Die partielle
Differentialgleichung wird so zum Bildverarbeitungsmodell.

Wir beschrinken uns im folgenden auf Diffusionsgleichungen. In diesem Abschnitt
wollen wir die allgemeine Form einer Diffusionsgleichung vorstellen, wobei wir den
allgemeineren Fall RY, d = 2,3 betrachten. Wir werden einige bekannte Beispiele
aus der Literatur aufgreifen, mit denen wir spéater unser Modell vergleichen wol-
len.

2.2.1 Allgemeines Modell

Wir betrachten nun folgende allgemeine Form einer Diffusionsgleichung:

Sei Q c RY, d =2,3.
Seien ug € L>(Q, RY), f(v) € L=([0,T] x ©,R) fiir beliebiges v € L>(, R).
Sei 9Q der Rand von © und n : 9Q — R? die zugehorige duBere Normale.

Die folgende Differentialgleichung beschreibt einen Diffusionsprozef:

Owu —div(DVu) = f(u) in [0,7] x
u(0) = U in Q2 (2.1)
<DVun> = 0 auf [0, co] x 992

wobei die Diffusionsmatrix D = D(u)(z) (uniform) positiv definit und symme-
trisch sei und D(u)(x) € L®(Q, R*?) gelte.

Gesucht ist nun eine schwache Losung v € L?([0,T], H"*(€2)) der Differentialglei-
chung im folgenden Sinne:
Fiir alle v € H'2(Q) gelte:

(v, 0u) + (Vu, DVu) = (v, f(u)) (2.2)

und u(0) = wug fast tiberall in Q.



2.2. DIFFUSIONSMODELLE 9

Aus der Literatur [23] sind folgende Eigenschaften der Losung bekannt:

o u(t)(x) € C=((0, ] Q), falls D(u) € C>®(Q, R™) gilt.

outx—>%f x)dx fir t — oo, falls f =0

2.2.2 Beispiele

Betrachten wir nun einige spezielle Diffusionsgleichungen aus der Literatur. Im
folgenden sei immer f = 0 gewéhlt.

Hierbei interessiert es uns, ob die Differentialgleichungen dazu verwendet werden
koénnen, die Erkennung von Objekten zu erleichtern.
Wir wollen dies fiir den Fall d = 2 diskutieren. Fiir den Fall d = 3 gilt analoges.

Offene zusammenhingende Teilmengen des IR?, auf denen eine Funktion u in et-
wa konstant ist, u & ¢, bezeichnen wir im folgenden als (konstante) Flidchen mit
Intensitédt c. Grenzen sich zwei Fliachen unterschiedlicher Intensitdt durch eine
Kurve voneinander ab, wie z.B. bei Treppenfunktionen, so bezeichnen wir diese
als Kante. Glattet man eine Treppenfunktion, so grenzen sich die Flachen durch
schmale Teilgebieten entlang der urspriinglichen Kante ab, die sich durch einen
hohen Betrag des Gradienten auszeichnen. Solche Gebiete bezeichnen wir im fol-
genden ebenfalls als Kanten.

Unter Objekterkennung verstehen wir das Bestimmen eines Gebiets mit
Lipschitz-Rand, das durch Kanten entlang dieses Randes begrenzt ist.

Bei den Beispielen richten wir unser Augenmerk darauf, inwieweit Kanten und
Fldchen (in 2D) beibehalten werden und wie sich die Diffusion auf Rauschen an
Kanten und auf Fliachen auswirkt.

Das Analogon einer Kante in 2D ist in 3D die durch ein Levelset von u beschrie-
bene Oberflache.

2.2.3 Lineare Diffusion

Die einfachste Wahl einer Diffusionsmatrix ist D = ¢-1 . Die Differentialgleichung
(2.1) entspricht dann der aus der Physik bekannten Warmeleitungsgleichung.
Die Diffusion erfolgt in Richtung des negativen Gradienten, daher bezeichnen wir
sie als isotrop. Zu gegebenen uy € L*(Q2) ergibt sich die Losung u(t) durch

u(t,z) = ﬁ /}R ug(#) exp (—%) i (2.3)
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Betrachtet man das Frequenzspektrum von w(t), so stellt man fest, dal w(t)
mit steigendem t zunéchst die hohen Frequenzen verliert. Daher eignen sich
numerische Verfahren zur Losung dieser Gleichung, die wegen der Eigenschaft
u(t) € C™(Q) oft auch als Glatter bezeichnet werden, besonders dazu, auf
Fldachen mit konstantem Grauwert Rauschen, das ja in der Regel hochfrequent
ist, zu entfernen. Der grofle Nachteil der linearen Diffusion ist, dal auch Kanten
mit der Zeit weggeglittet werden. Somit verwischen die Grenzen der zu erken-

nenden Objekte (vgl. Abb. 2.3).

Im néchsten Abschnitt werden wir ein dhnliches Modell vorstellen, das zusétzlich
die Eigenschaft besitzt, Kanten eine Zeit lang zu erhalten oder sogar zu schérfen.

Abbildung 2.3: Testbild, links Original, Mitte verrauscht, rechts nach linearer
Diffusion

2.2.4 Modifiziertes Perona-Malik-Modell

Setze
D = g(|Vu}|)1

Hier sei g(s) : R — RT | g(s) = —L%.

u, entspricht der Funktion gefaltet mit der Gauflifunktion
Gy(7) == 5 exp (—%). Dieses Glatten der Funktion w kann als gewichtete

4027

Mittelung von u iiber IR?* aufgefaBt werden.

Die Funktion g steuert hier punktweise die Stérke der Diffusion in Abhéngigkeit
vom Gradienten. In Gebieten mit hohem Betrag des Gradienten, also auch an
Kanten, ist der Koeffizient klein, in Gebieten mit nahezu konstantem u liegt er
nahe eins. Hier ist die Diffusion in etwa linear. Der grofle Vorteil des Modells
gegeniiber der linearen Diffusion ist, dafl durch diese Steuerung der Diffusion be-
stimmte Kanten erhalten bleiben bzw. geschirft werden (vgl [23]).
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Wir wollen dies genauer untersuchen. Zu o € IR? sei B,(z¢) := {z € R?| |z —
zola < r} ein Ball mit Radius r > 0. Sei 0B, der Rand von B,, n die duBlere
Normale an 0B,.

Aus der Differentialgleichung erhalten wir durch Integration iiber B und Anwen-
den des Satzes von Gauf:

/ Owu dv = / 9(|Vus|*)(Vu,n) dv (2.4)
Br(xo) 8B"“(w0)

Der Term f@Br(mg) 9(|Vue|?)(Vu,n) dz beschreibt also die Diffusion durch den
Rand 9B,.

Wir betrachten folgendes Beispiel: Die Losung u(t, x) der Differentialgleichung sei
radialsymmetrisch im Punkt zq = 0. Sei 4(r, ¢) : RT x R — R die Darstellung in
Polarkoordinaten. @(¢) sei streng monoton fallend, d.h. u habe in zy eine echtes
Maximum.

Sei f(r, ¢) die Darstellung von |Vu,(ty,x)| in Polarkoordinaten und f(., ¢) neh-
me im Punkt R > 0 ein Maximum an.

Nun gilt zu beliebigem r > 0 auf 0B, (o) (Vu(ty,z),n) < 0, d.h. die Diffusion
erfolgt in radiale Richtung von z( aus nach auflen.

Der Term g(|Vu,|?) steuert nun die Stirke der Diffusion und nimmt auf 9 Br(zo)
ein Minimum ¢,,;;, > 0 an. Die Diffusion durch 0Bg(zy) erfolgt daher in einem
deutlich geringeren MaBe als in einer Umgebung um 0Bg(zy). Dies fithrt zu einer
Schérfung der Kante. Da g,,;, echt grofler null ist, die Diffusion also nicht vollig
gestoppt wird, konvergiert die Losung wu(t,z) fir t — oo gegen eine konstante
Funktion. Die Kantenscharfung ist also ein zeitlich begrenzter Effekt.

¢

v

Abbildung 2.4: Testbild nach Perona-Malik-Diffusion

Im urspriinglichen Modell von Perona-Malik ist keine Vorglattung von u vorge-
sechen (¢ = 0). In dem von Catte, Lions, Morel und Coll [9] modifizierten Modell
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(o > 0) hingt der Diffusionskoeffizient von der vorgeglitteten Funktion u,,o > 0
ab. Hochfrequente Anteile der Funktion u, also auch Rauschen, gehen nicht in
die Berechnung von g ein. Die Vorglattung von u ist jedoch vor allem deswegen
von Bedeutung, weil dadurch die Wohlgestelltheit des Problems sichergestellt
wird. (Fiir das vorherige Modell konnte die Existenz einer eindeutigen schwachen
Losung bis zu einem Zeitpunkt 7" > 0 gezeigt werden. [23, Seite 18])

Von Nachteil ist, dal durch die Funktion g nur die Starke der Diffusion, nicht aber
ihre Richtung bestimmt wird. Rauschen an Kanten bleibt somit erhalten, solange
dort Kantenschérfung stattfindet. Es wére an solchen Stellen sinnvoll, zusétz-
lich zur Schérfung in Gradientenrichtung eine Diffusion in orthogonale Richtung
stattfinden zu lassen, die das Rauschen wegglédttet. Im néchsten Abschnitt wer-
den wir ein solches Modell vorstellen.

2.2.5 Allgemeines Modell der Anisotropen Diffusion

Wir betrachten folgendes allgemeines Modell einer anisotropen Diffusion:
Seien V...V : Q — R? Vektorfelder, so daB zu jedem z € Q Vi(z)...Vy(x)

eine Orthonormalbasis des IR? bilden. Setze
B = ( Vi(z) ... Vy(x) ) (2.5)

und

D=8 ( 771(()$) 772(1,)1 (S—l)x(d—l) )BT (2'6)
mit 7, (x), n2(z) € C°(N2) beliebig.
Die Diffusionmatrix ist so gewahlt, dafl wir einen Diffusionskoeffizienten in Rich-
tung V}(z) sowie einen orthogonal dazu wéhlen kénnen. Wir werden im folgenden
Abschnitt Beispiele dazu betrachten. Das in Kapitel 3 vorgestellte Modell hat
ebenfalls diese Form.

Bemerkung:

Offensichtlich ist die Differentialgleichung unabhéngig von der Wahl der Vor-
zeichen von Vi(x)...Vy4(x) und im dreidimensionalen Falls von der Wahl der
Basis Vi(z), V3(z) des Unterraums R* \ {tVi(z)[t € R}. Aufgrund der gefor-
derten Orthogonalitét ist die Losung der Differentialgleichung durch Wahl von
Vi(z),||Vi(z)]| = 1 eindeutig bestimmt. Im folgenden beschrianken wir uns daher

auf die Vorgabe des Vektorfeldes Vi ().

2.2.6 Anisotrope Diffusion nach Weickert

Wir wollen V; nun so wéhlen, daf§ Vj(z) im Fall d = 2 in der Ndhe von Kan-
ten orthogonal, im Fall d = 3 nahe Oberflichen, normal zu ihnen liegt. Dazu
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betrachten wir den Strukturtensor (vgl. [23])
Jo(Vuy(2)) := Vu,(z) @ Vu,(x)

Offensichtlich ist Jy symmetrisch.

Ei(x) := {c¢- Vuy,(x),c € R} bildet den eindimensionalen Eigenraum zum Ei-
genwert |Vuy(7)|?.  Ey(x) := R?\ Ei(x) ist der Eigenraum zum Eigenwert 0.
Jo(Vu,(x)) ist also positiv semidefinit.

Wir sind nun an einer Glattung bzw. Mittelung des Strukturtensors interessiert
und falten daher J, komponentenweise mit einem Gaufkern G, p > 0:

J,(Vuy(x)) .= G, * Jo(Vue(z))

wobei p die Gewichtung dieser Mittelung bestimmt.

J,, ist ebenfalls symmetrisch und positiv semidefinit [23]. Es existiert also eine Or-
thonormalbasis aus Eigenvektoren vy (z) . .. v4(z) zu den Eigenwerten A;(z) ... Ag(z).
Wir wihlen die Numerierung so, dafi 0 < A\j(x) < ... < \y(z) gilt. Im allgemei-
nen gilt nun nicht mehr v, || Vu,.

Betrachten wir nun folgendes Beispiel:

u: ) — R

1 fallsz,y >0
u(®,y) = { 0 sonst

Wir untersuchen nun den Strukturtensor
Jo = Ju iz )y J, = Jpd1 - Jp.12
Jiz J22 Jp12  Jp,22

sowie die Eigenwerte Ai, Ao von J, in folgenden Teilgebieten von (2

e Die Umgebung des Eckpunktes (0,0):
E:={(z,y) € Qz?+y* <e?}, e >0

e Die Umgebung der Kanten entfernt vom Eckpunkt:
Ky = {(z,y) € Qz >> 1, ]y| = 0}
K = {(0,9) € O/ Ja] ~ 0, y >> 1)

e Die Fliachen: Fy := {(z,y) € Qx << —1 oder y << —1}
und I = {(z,y) € Qxz >> 1 und y >> 1}

Auf den Flédchen ist u konstant bzw. u, anndhrend konstant, daher sind die Ein-
trage von Jy, J, klein, also Ay, Ay = 0.
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Betrachten wir einen Punkt in K, hier ist a(z,y) := 0,u|(z,y)u anndhernd null,

2 .
b(x,y) == Oty ~ #exp(—g—Q) ~ riQ >> 0 und j;; = a*(z,y) ~ 0. Der

Strukturtensor Jy zeichnet sich daher durch jiq,j12 & 0 und jy3 >> 0 in einer
Umgebung der Kante aus. Nach der Glattung gilt nun ebenfalls j,9 >> 0 und
Jpat, Jpa2 = 0. Daher hat J, (nach Vereinbarung iiber die Numerierung) den Ei-
genvektor v; annahrend parallel zu (0, 1) zu einem Eigenwert \; >> 0, wéihrend
Ao anndhrend null ist.

Am Eckpunkt (0,0) hat Vu, aufgrund der Symmetrie die Gestalt Z mit a =

a2 2

a(0,0) € R. Daher hat Jy = ( o2 32 ) den Eigenvektor ( } ) zum Eigenwert
2a?%, der andere Eigenwert ist null. Glittet man nun J, komponentenweise, so gilt
aufgrund der Symmetrie

a*(z,y) +0*(z,y)  2a(z,y)b(z,y) >
J = ’ ’ ! ) G,(z,y) dxd
p|(0’0) /{(a;7y)eQ|g;>y} ( 2&([[, y)b(I, y) a2(x7 y) + b2 (':Ea y) p( y) y

. . . - . 1
also j,11 = Jp22 > Jp12 > 0. Die Eigenvektoren sind vy = ( 1 ) zu den

Eigenwerten A2 = jy11 £ jp12

Zusammenfassend gilt also:

M~ A ~0 auf den Fliachen
Al >> Ay~ 0 an den Kanten
AL > A >0 am Eckpunkt

Das motiviert folgende Definition (vgl. [23]):
Seien die Kohérenz sowie die normierte Koharenz von v definiert durch

coh(u)(x) = M(z)— Ao(x)
A2 fiir Ay > 0 (2.7)
0 fir )\1 =0

coh(u)(x) =
Also gilt coh(u)(x) € [0,00) und coh(u)(x) € [0,1]. Die Kohérenz ist nach dem
oben gesagten ein Kriterium zur Erkennung von Kanten. (Zu Beachten ist, dafl
in dieser Definition implizit eine Vorglattung von u enthalten ist.)

Im Fall d = 3 gibt es verschiedene Alternativen, eine Kohérenz zu definieren.
Wir behalten die Definition (2.7) fiir coh bzw. coh bei. In [14] werden aus den
Eigenwerten drei verschiedene “Kohérenz”-Werte ermittelt, die die Anisotropie
der Struktur beschreiben.
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Im Diffusionsmodell nach Weickert [23] setzt man nun in (2.5) V; := vy.

Fiir die Wahl der Diffusionskoeffizienten 7, und 7 werden zwei Moglichkeiten
vorgestellt.

a) Diffusion mit Kantenscharfung

Sei g1 : IR — IR(J{ definiert durch:

1 (s<0)

g1(s) = 1—exp<(s_/%"m> (s > 0) mit m € IN,C,,, > 0,A >0
Die Konstante €, wird in Abhéngigkeit zu m so gewéhlt, dafl eine Schirfung
von Kanten mit |Vu,| > k stattfindet, also:

Os(s*g(s)) > 0 fiir s € [0, k)
Os(sx g(s)) <0 fir s € (k,00)

Die Wahl
m = 91()\1)7 n2 =1,

impliziert eine Diffusionsgleichung mit konstantem Diffusionkoeffizienten in Rich-
tung des Vektorfeldes v, wohingegen die Diffusion in orthogonale Richtung durch
g1 ahnlich wie bei Perona-Malik gesteuert wird. Wie bei Perona-Malik werden im
Fall d = 2 in diesem Modell Fldachen geglittet, wihrend Kanten geschérft werden
(vgl. Abschnitt 2.2.4). Der Vorteil liegt jedoch in der konstanten kantenparallelen
Glattung: Rauschen an Kanten bleibt bei einer Kantenschéarfung nicht erhalten,
wie beim Perona-Malik-Modell, sondern wird durch die Diffusion in Kantenrich-
tung gegléttet. Analoges gilt fiir d = 3 an Levelset-Oberflachen von w.

Abbildung 2.5: Testbild nach Anisotroper Diffusion mit Kantenschérfung
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b) Diffusion mit Kohdrenzverstirkung

Sei gs : IR — IR(J{ definiert durch:

a (s=0) .
QQ(S):{Q—{—(l—a)eXp(S}—g) (s > 0) mit m € IN,C > 0

Man setzt nun 7y, 7o wie folgt:

m:=a«, N2 .= 92(0011(“))7

wobei « dasselbe wie in der Definition von ¢, ist. Der Diffusionskoeffizient in
Richtung v, nimmt mit steigender Kohérenz zu. Der Diffusionskoeffizient normal
zu Kanten bzw. Oberflichen ist konstant. Kanten bzw. Oberflichen werden also
nicht geschéarft.

2.3 Stereorekombination

2.3.1 Kameramodelle

In diesem Abschnitt werden wir zwei Kameramodelle vorstellen, das Modell der
orthogonalen Projektion und das der Lochkamera. Wir beschrénken uns dabei
zunichst auf optische Kameras, die die Intensitét des einfallenden Lichts aufneh-
men. In Abschnitt 2.3.3 iibertragen wir diese Modelle auf die Elektronenmikro-
skopie.

Sei eine Anordnung von dreidimensionalen Objekten gegeben, die von einer Licht-
quelle beleuchtet werden. Jeder Punkt auf der Oberfliche gibt nun einen Teil der
einfallenden Lichtstrahlen in jede Richtung ab. Diese Lichtstrahlen werden mit
einer Kamera erfat. Mit den folgenden Kameramodellen beschreiben wir den
Weg, den die Lichtstrahlen ausgehend von der Oberfliche eines Objekts bis zum
Auftreffen auf der Fotoplatte der Kamera zuriicklegen.

Wir gehen davon aus, dafl die Objekte undurchsichtig sind und sich daher die
Lichtstrahlen nicht iiberlagern. Demnach fallt auf der Fotoplatte nur Licht ei-
nes bestimmten Oberflichenpunktes ein. Einen solchen Punkt bezeichnen wir
als sichtbaren Punkt, Oberflichenpunkte, deren ausgesendetes Licht nicht von
der Kamera erfalt werden, als verdeckte Punkte. Punkte, die zu einem Objekt
gehoren, aber nicht auf dessen Oberfliche liegen, bezeichnen wir als innere Punk-
te.

Wir stellen uns nun einen Lichtstrahl ausgesendet im Punkt M € R? vor, der auf
die Fotoplatte trifft. Die Fotoplatte beschreiben wir im Modell durch eine zweidi-
mensionale Ebene, der Projektionsebene, versehen mit einem Koordinatensystem.
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Den Auftreffpunkt des Lichtstrahls notieren wir mit den zweidimensionalen Koor-
dinaten m. Zu einem Kameramodell erhalten wir somit eine Projektionsvorschrift
P, die jedem von der Kamera erfaften Punkt M des IR® den entsprechenden
Punkt m in IR? zuordnet.

Sei nun € ein Gebiet in IR?. In jedem Punkt m € Q wird nun die Intensitéit
des einfallenden Lichtstrahls erfait. Sei M der Ausgangspunkt des einfallenden
Lichtstrahls. Dann bezeichnen wir M als den in m abgebildeten Punkt und m als
die Abbildung bzw. das Abbild von M. Falls in einem Punkt m € Q keine Licht-
strahlen auftreffen, setzen wir die Intensitét gleich null. Der maximalen Intensitét
weisen wir den Wert 1 zu.

Ein aufgenommenes Bild interpretieren wir so als Funktion I : Q — [0, 1]. Nach
Fortsetzen von I durch null auf R? \ Q kénnen wir 2 = IR* annehmen.

Wir wihlen eine Kameraposition C' € R® und eine Kamerarichtung v € IR*. Po-
sition und Richtung werden in beiden Modellen die Lage der Projektionsebene
eindeutig festlegen. Kameraposition, Kamerarichtung und das fiir die Projekti-
onsebene gewiahlte Koordinatensystem bezeichnen wir als Kameraparameter.

Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir die sogenannten Kamerakoordi-
naten in R®:

Nach Anwenden einer affinen Transformation, bestehend aus einer Translation
und einer Drehung koénnen wir C' = (0,0,0)” und v = (0,1,0)” annehmen. Im
Fall von mehr als einer Kamera miissen die verschiedenen Koordinatenwechsel
beriicksichtigt werden.

Wir gehen davon aus, dal nur Punkte in Kamerarichtung, also aus D := {z €
R?|x - v > 0} durch die Kamera abgebildet werden.

Orthogonale Projektion

In diesem Modell verlaufen alle in die Kamera einfallenden Lichtstrahlen in Ka-
merarichtung, also parallel zur y-Achse, bis sie auf die (z, z)-Ebene (mit kano-
nischem Koordinatensystem) auftreffen (Abb.2.6). Der Auftreffpunkt eines vom
Punkt M ausgehenden Lichtstrahls ergibt sich durch die orthogonale Projektion

POP : ]R3 - ]R27 P(I7y,2) = (l‘,Z)

Die Projektionsvorschrift ist offensichtlich von der Kameraposition unabhéingig.
[10]

Lochkameramodell
Alle in die Kamera einfallenden Lichtstrahlen laufen auf den Punkt C zu, der in
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Ml M2

<

X

Abbildung 2.6: Kameramodell mit orthogonaler Projektion

diesem Fall auch als Fokus bezeichnen wird. Als Projektionsebene wéhlen wir die
zur (x, z)-Achse parallele Ebene durch den Punkt (0,s,0), s > 0 mit dem 2D-
Koordinatensystem (z, z)=(z, s, z) (Abb.2.7). Der Auftreffpunkt des Lichtstrahls
von Punkt M ergibt sich aus dem Schnittpunkt S der Geraden MC mit der
Projektionsebene: S= (£ s, 22).

Wir definieren daher

s
Prg : R? = R?, Prg(r,y,2):= (?, ;)

Nach Skalierung des zweidimensionalen Koordinatensystems mit % kénnen wir
s = 1 annehmen.

Dieses Projektionsmodell ist invariant unter Skalierungen A := al € R**3
a € RR. [10, 12]

X

Abbildung 2.7: Lochkamera-Modell

Projektive Koordinaten

Nachteil der Definition von P beim Lochkameramodell ist die Nichtlinearitét
von P. Um diese zu umgehen, definiert man die sogenannten projektiven Koordi-
naten fir R, d = 2,3. Man verwendet eine zusitzliche Koordinate und identifi-
ziert einen Punkt p = (x1,...,24) mit den projektiven Koordinaten (- z1,...,[-
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z4,1) mit beliebigem [ € R\ {0}. Punkte mit projektiven Koordinaten (z,y, z,0)
interpretiert man als Punkte im Unendlichen.

Wir suchen nun die entsprechende Darstellung der Projektion Ppx in projektiven
Koordinaten. Ein Punkt mit den projektiven Koordinaten

(lz,ly,lz,1),l > 0,z > 0 wird unabhéngig von [ auf einen Punkt (z/z,y/2z) mit
projektiven Koordinaten (z,y, z) abgebildet. Die Unabhéngigkeit von [ liegt in
der Skalierungsinvarianz von P begriindet.

In projektiven Koordinaten hat unsere Projektion also die Gestalt

PLK

~ N 8
I
oo~
o~ o
— oo
coo
~ N 8

Somit erhalten wir ein Modell, welches mit Hilfsmitteln aus der linearer Algebra
beschrieben werden kann.[12]

2.3.2 Das Stereoproblem

Wir betrachten nun ein System von zwei Kameras mit unterschiedlichen

Kamerarichtungen und wéhlen eines der oben definierten Kameramodelle. Die
Kameraparameter seien bekannt, dadurch ergeben sich die entsprechenden Pro-
jektionen P, Py : R® — IR%. Wir beschrénken uns im folgenenden auf ein Gebiet
03P c R3. Seien ; := PO, i =1,2und I, : Q; — R% i = 1,2 die Inten-
sitatsfunktionen. Die Aufgabe besteht nun darin, zu jedem Punkt m; € €}y bzw.
may € Qs den Punkt M € R? zu bestimmen, der auf my bzw. ms abgebildet wurde.

Das Korrespondierenden-Problem

Kennt man zu einem Punkt m € €y den Punkt m’ € Q,, so dafl beide Punkte
Abbildungen ein und desselben Punktes M € IR? sind, so lassen sich die dreidi-
mensionalen Koordinaten von M berechnen. Dazu bestimmt man den Schnitt-
punkt der Geraden P;*(m) und P, '(m’). Das Paar (m,m’) bezeichnen wir als
korrespondierende Punkte.

Zur Entscheidung dariiber, ob zwei Punkte m,m’ zueinander korrespondieren,
konnen nur die Werte der Intensitdtsfunktionen I; an diesen Punkten bzw. in
einer geeigneten Umgebung dieser Punkte verwendet werden. Wir setzen voraus,
daB fiir korrespondierende Punkte (m,m’) I;(m) = Iy(m') gilt.

Betrachten wir nun einen Punkt M € IR*) der auf der (C*-) Oberfléiche eines
Objektes (d.h. eine Untermannigfaltigkeit) liegt. Wir nehmen ferner an, daf§ die
Oberflachennormale in M nicht orthogonal zu einer der Kamerarichtungen ist.
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Seien m; = P;(M) € €;, i = 1,2. Nun existiert eine Umgebung U (m;) von my, so
daB zu jedem m € U(m;) der Schnittpunkt der Geraden P;*(m) mit der Ober-
fliche eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen ihn mit ¢;(m). Dann ist durch
¢ := Pyo ¢, eine Bijektion von U(m,) auf eine Umgebung U’(ms) definiert. Nach
unserer Annahme gilt nun I;(m) = Ir(¢(m)) fiir alle m € U(my).

Diese Betrachtung legt nahe, bei der Suche nach korrespondierenden Punkten die
Intensitiaten zweier moglicher korrespondierender Punkte m,m’ auf geeigneten
Umgebungen U(m),U’(m’) zu vergleichen.

Die Aufgabe, anhand der vorliegenden Funktionen I; korrespondierende Punkte
zu bestimmen, nennen wir im folgenden das Korrespondierenden-Problem

(engl. ’correspondence problem’).

Kern des Stereoproblems ist also das Korrespondierenden-Problem.

Unabhéngig vom gewéhlten Kameramodell gilt:

Der Ausgangspunkt eines in m € 2y einfallenden Lichtstrahls liegt auf der Ge-
raden L := P;'(m) in R?. Diese Gerade, die wir im folgenden auch als Pro-
jektionsgerade bezeichnen, wird, da die Kamerarichtungen unterschiedlich sind,
von der zweiten Kamera auf eine Gerade I'(m) in Qy abgebildet, die wir als die
korrespondierende Gerade zu m bezeichnen. Zwei Geraden [, [’ heiflen zueinander
korrespondierende Geraden, falls fiir jeden Punkt m € [ I'(m) = I’ gilt, bzw. fiir
jeden Punkt m’ € I’ [(m') = [. Das Suchen eines korrespondierenden Punktes zu
m beschrénkt sich also auf die Gerade I'(m).

Zum Finden korrespondierender Punkte wird in der Literatur [12],[8] meist ein
Fehlerfunktional aufgestellt, in dem zu einem mdoglichen korrespondierenden Paar
m, m’ geeignete Umgebungen U(m), U’(m’) miteinander verglichen werden.

Kamerakalibrierung

Zur Losung des Korresponierenden-Problems ist wie oben erwédhnt die Kenntnis
der Kameraparameter erforderlich. Diese Parameter lassen sich, falls nicht be-
kannt, berechnen, sofern geniigend korrespondierende Paare bekannt sind. Man
spricht von der Kamerakalibrierung. Longuet-Higgins [17] stellt fiir das Lochka-
meramodell einen Algorithmus zur Kamerakalibrierung vor, der die Kenntnis von
acht geeigneten korrespondierenden Punkten voraussetzt.

Im Fall des Lochkameramodells besitzen die Geraden {l'(m)}necq, C 2 einen
gemeinsamen Schnittpunkt e’ und werden als epipolare Geraden bzw. Linien
bezeichnet. Sei e der entsprechende Epipol in €2;. Bei Verwendung projektiver
Koordinaten mit Ursprung e bzw. €' ist eine Abbildung, die zu m € €2; einen
Vektor v" parallel zu I'(m) liefert, also €’ + tv' € I'(m) fiir alle ¢ gilt, linear. Die
zugehorige Matrix wird in [12] als Fundamentalmatrix bezeichnet. Mit Kennt-
nis der Fundamentalmatrix ist eine Kamerakalibrierung nicht mehr notwendig.
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Soll die Fundamentalmatrix bis auf Skalierung bestimmt werden, ergibt sich ein
Gleichungssystem mit acht Unbekannten, die mit Kenntnis von acht korrespon-
dierendern Paaren berechnet werden konnen [18].

Verdeckung und Nichteindeutigkeit:

Das Korrespondierenden Problem kann nur fiir Punkte gelost werden, die in bei-
den Bildern sichtbar sind. Aussagen iiber verdeckte Punkte lassen sich nicht tref-
fen. (Verdeckte Objekte lassen sich nicht rekonstruieren.) Wir bezeichnen dies als
das Problem der Verdeckung.

Das Finden korrespondierender Punkte ist i.a. ein nicht eindeutiges Problem, da
als alleinige Information die Intensitédtsfunktionen I, I, vorliegen.

Suchen wir den korrespondierenden Punkt zu m, so kann es mehrere Punkte auf
der korrespondierenden Geraden ['(m) geben, die aufgrund gleicher Intensitét als
korrespondierende Punkte zu m in Frage kommen. Sei K (m) C I'(m) die Men-
ge dieser Punkte. (Sie muf} keineswegs diskret sein.) Es 148t sich nicht eindeutig
feststellen, welcher Punkt m’ € K(m) zu m korrespondiert. Wir bezeichnen dies
im folgenden als das Nichteindeutigkeitsproblem.

Trifft man eine falsche Wahl eines korrespondierenden Punktes zu m, so konstru-
iert man einerseits einen falschen Punkt in IR®, andererseits wird der gesuchte
Punkt M, der auf m abgebildet wurde, nicht rekonstruiert. Letzterer liegt auf
der Geraden I'(m) nicht zwangsldufig hinter dem falsch rekonstruierten Punkt
(von der Position der ersten Kamera aus betrachtet). Wir konnen also nicht
entscheiden, welche der dreidimensionalen Punkte, die aus den moglichen korre-
spondierenden Punkten rekonstruiert werden konnen, verdeckt sind und welche
nicht.

Eine Alternative besteht darin, zu jedem Paar moglicher korrespondierender
Punkte (m,m’), m’ € K(m) einen dreidimensionalen Punkt A zu rekonstru-
ieren. Man erhélt dadurch mehr Strukturen als tatséchlich von den Kameras
erfafit wurden. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dafl in jedem Fall die tatséchlich
abgebildeten Objekte rekonstruiert werden. Sie miissen jedoch nach der Rekon-
struktion aus der Menge aller rekonstruierten Objekte isoliert werden.

Betrachten wir zum Nichteindeutigkeitsproblem folgende Beispiele:

Beispiel 2.1: (Diskret verteilte punktférmige Objekte)

Wir wahlen das Modell der orthogonalen Projektion. Das Beispiel 148t sich oh-
ne weiteres auf das Lochkameramodell iibertragen. Den Winkel zwischen beiden
Kamerarichtungen, der im offenen Intervall zwischen 0 und 7 liege, bezeichnen
wir mit a. Nach Wahl des 3D-Koordinatensystems kénnen wir annehmen, dafl
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die P; folgende Gestalt haben (Abb 2.8):

Pi(z,y,z) = (x,2)
Py(x,y,z) = (cos(a)x + sin(a)y, 2)

e
]

Q

Abbildung 2.8: Anordnung der Kameras

Die korrespondierende Gerade zu einem Punkt m = (zg,yo) € 2 liegt horizontal
in ; sie ist gegeben durch {(z,vo)}zer € Q.

Wir nehmen an, da8 in IR?® n Punkte liegen, die Licht gleicher Intensitit ¢ aus-
strahlen. Die Punkte seien gegeben durch die Koordinaten M; := (i,7,0),i =
1...n, d.h. die Punkte liegen auf der Diagonalen der (z,y,0)-Ebene in Q3P.

Beide Kameras bilden diese Punkte injektiv auf die x-Achse des jeweiligen zwei-
dimensionalen Koordinatensystems ab:

m) = Py(M;) = (sin(a) + cos(«))i

mit 7 = 1...n. Als Intensitatsfunktionen erhalten wir

I = { ¢ auf {m;}iz1n }

0 sonst

definiert auf Q; = R* und I, analog.

Sei m := m;, fiir ein festes iy € {1...n}. Als zu m korrespondierender Punkt,
der auf der korrespondierenden Geraden I(m) = {(z,0)zer} C € liegen muB,
kommen nun alle Punkte m/ in Frage, da die Intensitétsfunktion I, an m/ densel-
ben Intenstiatswert wie I; im Punkt m annimmt. Es kann also keine eindeutige
Wahl eines korrespondierenden Paares (m,m]) getroffen werden.

Aus jedem Paar (m, m);) liefie sich ein eindeutiger Punkt M; in R? rekonstruieren.
Von den M; kann jedoch nur einer in der zweiten Kamera sichtbar sein. Abb.2.9
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y

Kamera 2

Kamera 1

Abbildung 2.9: Rekonstruierbare Punkte im Beispiel 1

zeigt die Punkte, die sich aus den Paaren (m;, m));j=1..n rekonstruieren lassen.

Beispiel 2.2:
Betrachten wir die gleiche Kameraanordnung wie im ersten Beispiel. Als Ob-
jekt im R® wihlen wir einen (unendlich diinnen) Ring R, der in der Ebene

{(l',llf,Z)KiE,z) S IR2} hegt
R = {(x,y,Z) c ]R3|,jL' = y7x2 +y2 +22 — 1}

Die Punkte (0,£1,0) € R bezeichnen wir im folgenden als Pole.

Jeder Punkte von R sende Licht der gleichen Intensitét ¢ aus.
Der Ring wird von beiden Kamera als Ellipsen

Ey = {(z,y) € 2% +y? =1 1
By ={(z,y) € O] 2Agfma)ty' =1}

cos(a)+sin

abgebildet, d.h. die Intensitdtsfunktionen I; nehmen auf E; den Wert ¢ , sonst
den Wert 0 an.

Zur Rekonstruktion des Ringes betrachten wir nun die korrespondierenden Ge-
raden {(x,y)}y =y, in 5 und Q. Fiir yo = +1 schneidet eine solche Gerade die
Ellipse an nur einem Punkt m = (0,y0) € ; bzw. m’ = (0,y0) € €, d.h.
die Intensitdtsfunktionen nehmen auf diesen korrespondierenden Geraden nur an
m bzw m’' die Intensitét ¢ an, (m,m’) sind somit eindeutig korrespondierende
Punkte, aus denen sich die Pole des Rings rekonstruieren lassen.

Die korrespondierenden Geraden zu yo € (—1, 1) schneiden die Ellipsen in jeweils
zwei Punkten m, —m € Q; bzw. m/, —m’ € Q, als Schnittpunkte der Ellipsen
Ey bzw. Ey mit den Geraden {(z,yo)}zer im jeweiligen Koordinatensystem. Es
ergeben sich also vier Paare mdéglicher korrespondierender Punkte M; ... My, die
in der Ebene {(7, ¥, 0)}(s.4)er? eine Raute bilden (Abb.2.10).
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My,
M3
X
My
a
-m Q0 m
Kamera l

Abbildung 2.10: Ebenenweise Rekonstruktion eines Torus

Fiigen wir die ebenenweise rekonstruierten Punkte zusammen, so erhalten wir
ein Objekt, das aus urspriinglichen Ring R und einer Ellipse E besteht, der sich
durch 90°-Drehung von R um die z-Achse mit anschlieBender Skalierung ergibt
(Abb.2.11).

Fazit:

Verzichtet man bei der Rekonstruktion auf das eindeutige Losen des Korrespon-
dierendenproblems, so rekonstruiert man mehr Strukturen, als von den Kameras
erfafit wurden. Dies hat den Vorteil, dal die gesuchten Strukturen auf jeden Fall
rekonstruiert werden. Sie miissen jedoch anschlieBend von den falsch rekonstru-
ierten getrennt werden.
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Abbildung 2.11: Rekonstruktion aus den 2D-Projektion eines 3D-Rings

2.3.3 Bilder von Elektronenmikroskopen

Anders als im Fall einer normalen Fotoaufnahme emittieren beim Elektronen-
mikroskop die Proben kein indirektes Licht, sondern werden von den Elektro-
nenstrahlen durchleuchtet. Daher gilt unsere Annahme, das die aufgenommene
Intensitdtswerte wie bei Lichtstrahlen einem bestimmten Ausgangspunkt zuge-
ordnet werden und sich nicht iiberlagern, i.a. nicht. Wir gehen jedoch davon aus,
daf die aufgenommen DNA-Strukturen fiir Elektronenstrahlen fast undurchléssig
sind, wahrend die Elektronenstrahlen mit restliche Gewebe nicht interagieren.
Wir erwarten daher eine niedrige Intensitéit in einem Punkt des Bildes, falls der
zugehorige Elektronenstrahl die DNA-Struktur durchdringt und dadurch eine ho-
he Streuung erfolgt. Falls der Elektronenstrahl die Probe ohne Streuung an einem
DNA-Moldekiil durchdringt, ist die Intensitét hoch.

Den Weg, den die Elektronenstrahlen zuriicklegen, beschreiben wir wie bei der
Fotokamera durch eines der beiden beschriebenen Kameramodelle.

Im néchsten Kapitel werden wir ein Kriterium vorstellen, mit dem diinne Struk-
turen in den Bildern erkannt werden kénnen. Wir werden die DNA-Strukturen
mit einer hohen Dichte, den Hintergrund mit einer niedrigen Dichte gleichsetzen.
Dazu werden wir die Intensitétsfunktionen invertieren, d.h. wir gehen von Funk-
tionen u(x) € [0, 1] zu Funktionen 1 — u(x) iiber.
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Kapitel 3
Modell

3.1 Einfiihrung

Im folgenden werden wir ein mathematisches Modell vorstellen, dal die Rekon-
struktion dreidimensionaler schlauchartiger Strukturen aus ihren zweidimensio-
nalen Stereoprojektionen beschreibt. Dabei wollen wir davon ausgehen, dafl nur
zwei Projektionen vorliegen. Das Modell 1d8t sich ohne weiteres auf den Fall
mit mehr als zwei Projektionen iibertragen, wir werden dies jedoch nicht weiter
ausfithren.

3.1.1 Problemstellung

Wir betrachten zunéchst eine dreidimensionale schlauchartige Struktur, die ent-
lang einer geschlossenen Kurve verlauft.

Sei %P ein Gebiet in IR?. Sei v : [a, b] — Q*P eine geschlossene, sich nicht selbst
iiberschneidende C'*°-Kurve. Um diese Kurve liege nun ein Schlauch mit festem
Radius € > 0. Sei T' := {x € Q3P| € [a,b] dist(x,v(t)) < €} die Menge
aller Schlauchpunkte. Wir wollen I" als Urbildmenge einer L°*°-Funktion S auf
Q3P darstellen. Dazu wihlen wir Werte copjerts Chintergruna € [0, 1], wobel wir
CObjekt > CHintergrund @1Nehmen. S sei dann definiert durch:

S(x) > covjert falls ze€T
S(ZL‘) = CHintergrund falls sonst

Also gllt =51 ([CObjekt; OO))

Wir betrachten nun zweidimensionale Abbilder des Schlauchs I'. Hierbei wahlen
wir das Kameramodell der orthogonalen Projektion.

27
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Sei P : R® — IR? eine orthogonale Projektion. Wir miissen nun die entspre-
chende Intensitéitsfunktion v € L>®°(PQ3P) ermitteln. Wir nehmen an, daf wir in
einem Punkt z € PQ3P eine hohe Intensitit (u(z) > copjert) erhalten, falls die
Gerade P~*(z) den Schlauch schneidet, und andernfalls die Intensitit ¢gintergrund-

Wir definieren daher zu P folgenden Operator 1T : L>®(Q3P) — L>(PQ3P):
Hv(z) := maxcp-1(2)3v(2)

(Dieses Modell beschreibt die tatséachliche Entstehung der EM-Bilder natiirlich
nur ungenau. Dies hat jedoch keinen Einflufl auf das vorgestellte Rekonstrukti-
onsmodell.)

Betrachten wir nun ein System von zwei Kameras. Seien Py, P, zwei orthogonale
Projektionen und II; die zugehorigen Operatoren. Der Winkel zwischen beiden
Kamerarichtungen liege im Intervall (0,%). Seien Q; := P(Q%F), ¢ = 1,2 die
Projektionen des dreidimensionalen Gebiets. O.b.d.A. wahlen wir das Koordina-
tensystem des IR® so, daB die z-Achse orthogonal zu den Projektionsrichtungen
liegt.

Sei a € (0,7) der Winkel zwischen beiden Kamerarichtungen. Dann gilt:

Pi(z,y,z) = (x,2)
Py(z,y,2z) = (cos(a)x + sin(a)y, 2)

Wir erhalten zwei Funktionen w; : ©; — [0, 1] durch u; := II; S.

Seien K; := {z € Q;|u;(x) > copjert}- Wir bezeichnen K; im folgenden als Ab-
bilder des Schlauchs I'. Sie sind schlauchférmige Mengen entlang den Kurven
Yi(t) := Piy(t) in IR?, die sich anders als 7 selbst iiberschneiden kénnen. Schnitt-
punkte von 7;(¢) nennen wir im folgenden Kreuzungspunkte.

Die Werte copjekt;CHintergrunda Dezeichnen wir im folgenden als Objekt- und Hin-
tergrundintensitét.

Anstelle der Funktionen u; betrachten wir nun durch Stérungen modifizierte
a; € L>*(€;). Wir nehmen an, daf§ die Werte der @; trotz der Stérung im In-
tervall [0, 1] liegen. Die Storung soll im wesentlichen aus Rauschen bestehen, d.h.
einen hochfrequenten Anteil aufweisen. Der Schlauch I ist in diesen Bildern auf-
grund der Stérung nicht mehr exakt durch den Grauwert zu ermitteln, d.h. die
Mengen K; := {z € Q|u;(x) > copjert} stellen keine guten Approximationen der
K, dar.
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Die Aufgabe besteht nun darin, aus den vorliegenden u; die Menge I' zu rekon-
struieren.

3.1.2 Losungsstrategie

Abbildung 3.1: Strategie: Glitten in 2D, 3D-Rekonstruktion und Tracing

Unser Modell besteht aus drei Teilen.

Zunichst werden wir die Funktionen u; mit Hilfe einer Diffusionsgleichung glétten,
um den Einflul der Storung zu reduzieren. Wir erhalten zu den Anfangswerten
w; Losungen w;(t) der Differentialgleichung, die wir zu einem Zeitpunkt ¢t =T >
0 auswerten. Durch Wahl einer speziellen rechten Seite werden wir eine Kon-
trastscharfung erreichen, sodaf§ auf den erkannten Strukturen u(7")(x) ~ 1 gelten
wird (vgl. Abb. 3.1 links). Wir werden einen Schwellenwert cappror € (0, 1] wihlen
und durch K} := w;(T) " ([Capproz, 1]) die zweidimensionalen Abbilder des Objekts
approximieren.

Im zweiten Schritt erfolgt die 3D-Rekonstruktion. Aus den geglidtteten Funktio-
nen u;(T) werden wir eine Funktion S* : R® — [0, 1] dhnlich S generieren. Dazu
werden wir einen Operator R : L>®(£2,[0,1]) x L>®(Qy,[0,1]) — L=(Q3P [0, 1])
definieren und S* = R(u1(T), u2(T")) wéhlen.

Wir werden bei der Rekonstruktion auf das Suchen korrespondierender Punk-
te verzichten. Wie beim Beispiel des Torus in 2.3.2 werden dadurch mehrere
schlauchartige Strukturen entstehen. Zudem gehen in den Rekonstruktionsprozefl
zusétzliche Strukturen ein, die durch den vorangegangenen Diffusionsprozefl im
Hintergrund erkannt und hervorgehoben wurden (Abb. 3.1 Mitte). Um aus diesen
Strukturen den gesuchten Schlauch I' zu isolieren, ist ein weiterer Bearbeitungs-
schritt notig. Wir werden die gesuchte Struktur stiickweise durch e-Schlduche
entlang Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung approximieren (Abb.
3.1 rechts).
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Diese Strategie sieht also das Gléatten in 2D und eine anschlieBende 3D-Re-
konstruktion vor. Eine Alternative dazu wére, zunéchst die Rekonstruktion und
anschlieBend die Diffusion in IR*® durchzufithren. Um unser Vorgehen zu be-
griinden, werden wir, nachdem wir das Diffusions- sowie das Rekonstruktions-
modell vorgestellt haben, in Abschnitt 3.4.2 auf die Vor- und Nachteile beider
Alternativen eingehen.

Im letzten Abschnitt wird die gewohnliche Differentialgleichung erldutert, mit
deren Hilfe wir den gesuchten Schlauch isolieren.

3.2 Erkennung schlauchartiger Strukturen

Wir werden nun einige Hilfsgroflen einfithren, die in den folgenden Abschnit-
ten dazu verwenden werden, um in Funktionen v € L*(€,[0,1]) schlauchartige
Strukturen zu erkennen. Hierbei sei  ein Gebiet in R?, d = 2, 3.

Wir konnen eine solche Funktion u als Massenverteilungen bzw. Dichte auf €2
auffassen. Somit lassen sich physikalische Modelle, z.B. aus der Theorie starren
Korper, anwenden. Wir sind dabei nur an lokalen Eigenschaften der Dichtevertei-
lung interessiert und betrachten daher zu jedem Punkt zy des Gebiets lediglich
die Dichte in einer kleinen Umgebung B.(x) := {z € Q| |z — z¢|2 < €}. Da-
bei sei € unabhéngig von zy gewahlt. Wir bestimmen nun den Schwerpunkt der
in B.(zo) liegenden Masse, wobei wir x als Bezugspunkt wihlen. Desweiteren
bestimmen wir bzgl. dieser Masse ein Massenmoment M (zy) € R™?, dessen Ei-
genwerte und -vektoren Aufschluf} iiber die Gestalt dieser Masse geben.

Ziel ist es, Strukturen mit hoher Intensitéit zu finden. Um Punkte hoher Inten-
sitdt, also Punkte x mit u(x) & 1, gegeniiber Punkten niedriger Intensitét stéarker
zu gewichten, werden wir zur Berechnung von Schwerpunkt und Massenmoment
von der Funktion u(z) zur Funktion u(x)™ mit n € IN iibergehen (wobei der Fall
n = 1 weiterhin zugelassen sei).

Um auch nahe des Randes von (2 die Funktion u auf den e-Umgebungen auswerten
zu konnen, setzen wir sie aufierhalb von € geeignet fort. Sei Q := {{J, ., B:(7)}.

u sei auf ) \ © durch Spiegelung am Lipschitz-Rand fortgesetzt.
Wir definieren zu festem ¢ > 0 die lokale Masse, den lokalen Schwerpunkt sowie
ein lokales Massenmoment, das mit dem Tragheitsmoment fiir starre Koérper zu-

sammenhéngt, wie folgt:

a) die lokale Masse um zy € 2
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m(u)(zo) = / W (z) de (3.1)
B:(z0)
b) den lokalen Schwerpunkt (falls m(u)(xg) # 0):

—1 "\ x —x T
Tee / @) d (3.2)

c) das lokale Erste Massenmoment (falls m(u)(xq) # 0):

sp(u) (o) =

M (u)(xg) == (3.3)
m st(xo) u™(x) (x —x — sp(u)(xg)) ® (x — x9 — sp(u)(zg)) dz

Hierbei verwenden wir als Ursprung des (lokalen) Koordinatensystems den Mit-
telpunkt der betrachteten Umgebung.

Der Faktor m in den Formeln fiir Schwerpunkt und Massenmoment fiihrt
zu Singularitdten von sp(u)(z) und M (u)(x), falls fir x € Q m(u)(x) = 0 gilt.
Wir ersetzen m in (3.2) und (3.3) daher durch mit festem 0 > 0.
Wir motivieren dies wie folgt:

Wir gehen von der Funktion u(z)™ zu der Funktion u(x)"™ 4+ ¢ mit ¢ := m
iber. Dadurch éndert sich die lokale Masse:

ms(u)(zo) = / (u(z)" + ¢) de = m(u)(xo) + 9 (3.4)

B (z0)

1
m(u)(zo)+0

Wir setzen

1 n — T
spafu)(an) = s /B o =) d (3.5)
1

= @) 8 Sy T O
%spwm)

m(u

sps(u) unterscheidet sich von sp(u) also nur durch einen Faktor. Es gilt
m(u)(zo) )
— < 1]— —— 72 7 V< geo
|sp(u)(z) — sps(u)(x)]| < e (@) (o) 5) < gm(u)(xo) 5

Wir definieren Ms(u) durch

Ms(u) (o) (3:6)
1 "(x — xg — sps(x T — Ty — Sps(To T
= W/Be(xo) u(z)"™(x 0 — sps(x0)) @ ( ps(wo)) d
1 "z — x9 — sps(x T — xg — sps(x T
— ST o u(z)" (z — 20 — 5ps(20)) @ ( 0 — sps(20)) d
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Zu beachten ist, dafl im Integral u(x)™ statt u(z)"”+c auftritt. Andernfalls wiirden
wir einen zusétzlichen Summanden

X = c/ Xe (T — x0)(z — 29 — sps(u)(z0)) @ (x — 29 — sps(u)(xo)) dz
B (o)

erhalten. Wir vernachliafligen diesen Term jedoch. (Dieser Term l&8t abschétzen

durch || X[l; < Cl540)

Mit |z — xo — sp(u)(zo)|, |x — o — sps(u)(xo)| < 2¢ gilt:

| Ms(u)(x0) — M (u)(zo)||2
1 1
< e ~ mw@ws)

I ( )U(I)"(l‘ — 0 — sp(u)(w0)) © (& — w0 — sp(u)(wo)) de|

a5 b (o) w(@)" (3P(w) (0) = 5ps(u)(20)) & (x — w0 — sp(u)(w0)) dz 2
m| 5wy W(@)" (sp(1) (0) — sps(w)(20)) ® (x — w0 — sps(u)(z0)) dz[|
C(m(u;(zg) - m(u;(xo)) + CmLMHSP(U)(ﬂUO) — sps(u)(xo) |2

C

IN + +

6
m(u)(zo) + 9

IN

Im folgenden verwenden wir sps(u) und Ms(u) statt sp(u) und M (u), verzichten
aber bei der Notation auf den Index 4.

In Abschnitt 3.1.1 hatten wir angenommen, dafl die ungestorten Funktionen
u;,t = 1,2 auf den Abbildern des Schlauches Intensitdten grofier gleich copjert,
sonst die Intensitét cyintergruna ainehmen. Obige Betrachtungen zeigen (fiir n =
1), daB die von null verschiedene Intensitit cgintergruna €inen Einflul auf den
Schwerpunkt und das Massenmoment hat. Dies gilt ebenfalls fiir die gestorten
Funktionen w;, da wir erwarten, das die Stérung die Hintergrundintensitdat im
Mittel unverdndert l&t. Durch das Potenzieren der Intensitatsfunktion u mit
Exponent n gehen nun hohe Intensitéten stérker in Berechnung ein als niedrige,
der Einflufl der Hintergrundintensitéit wird also reduziert.

Wir werden in der Notation der GroBen m(u)(z), sp(u)(x)und M (u)(z) im fol-
genden auf den Parameter u verzichten, wenn aus dem Kontext klar ist, welche
Funktion zu ihrer Berechnung ausgewertet wird.

M (u) ist symmetrisch und positiv semidefinit (Die positive Semidefinitheit folgt
durch Approximation mit Treppenfunktionen, deren Integral in diesem Fall ei-
ner Linearkomination positiv semidefiniter Matrizen mit positiven Koeffizienten
entspricht). Daher existiert eine Orthonormalbasis v;(u)(xg), = 1...d aus Ei-
genvektoren von M (u)(xg) zu den Eigenwerten \;(u)(zo) € Rg. Wir nehmen
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0.B.d.A. A\ (u)(zo) > ... > Ag(u)(xg) an.

Um die Bedeutung der Matrix M und ihrer Eigenvektoren zu verstehen, betrach-
ten wir zunéchst den Tragheitstensor aus der Physik. (vgl.[16]). Seien im folgen-
den d = 3 und p € L>(2,]0,1]) eine Dichteverteilung auf € mit Gesamtmasse
m = fﬂ p(x)dz > 0, die einen ’starren Korper’ beschreibe, d.h. die Masse besitze
eine gemeinsame Translations- bzw. Rotationsbewegung. Sei sp := % fQ p(x) dz
der Schwerpunkt der in 2 liegenden Masse. Definiere den Tragheitstensor T wie
folgt:

T / p(e)(|z — spId — (z — sp) ® (x — sp)) d

Falls sich der starre Koérper mit einer Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse
v € R* | |u| = w dreht, ist die Rotationsenergie des rotierenden Korpers durch
W = %UTT v gegeben. Da der Trigheitstensor symmetrisch ist, existiert eine Ba-
sis aus Eigenvektoren, die auch als Haupttragheitsachsen des starren Korpers
bezeichnet werden. Die zugehorigen Eigenwerte sind ein Maf fiir die Energie, die
fiir eine Rotation um die betreffende Achse nétig wire. Die Masse trigt dabei
umso mehr zur Rotationsenergie bei, je weiter sie von der Rotationsachse entfernt
ist. Bei einer Masse, die entlang einer Geraden vy € IR® angeordnet ist, erwar-
tet man also, dafl vy ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist. Kennen wir nur den
Tragheitstensor T eines starren Korpers und besitzt T' zwei Eigenvektoren mit
relativ groflen Eigenwerten und einen Eigenvektor mit relativ kleinem Eigenwert,
dann kann davon ausgegangen werden, dafl der starre Korper in etwa die Gestalt
eines diinnen Stabes besitzt.

Das Massenmoment

M = /ﬂp(ﬂf)(x — 5p) ® (z — sp)) dz

besitzt dieselben Eigenvektoren wie T'. Die Differenz der jeweiligen Eigenwerte
ist ebenfalls gleich.

Betrachten wir nun im dreidimensionalen Fall das lokale Massenmomment
M (p)(xo), so entsprechen dessen Eigenvektoren also den Haupttriagheitsachsen
der in B.(z) liegenden Masse.

Die Resultate lassen sich auf den zweidimensionalen Fall {ibertragen.

Die Differenz der Eigenwerte von M (p)(z) ist dann ein Mafl dafiir, inwieweit die
Masse in der betrachteten Umgebung linear angeordnet ist. Wir definieren daher
die Kohérenz im Punkt x € €

coh(u)(x) := A (u)(z) — Aa(u)(x) (3.7)
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Die normierte Koharenz sei definiert durch

S { 0 falls Ay (u)(z) =0

coh(u)(z) == ¢ coh(w)() (3.8)

M) SOnst

coh(u)(z) beschreibt die Anordnung der Masse in der e-Umgebung von z wie
folgt:

Bei coh(z) & 0 liegt keine eindimensionale Struktur vor, bei coh(x) ~ 1 ist die
Masse stabformig angeordnet. Die Anordnungsrichtung wird durch den ersten

Eigenvektor v; beschrieben.

Im Fall d = 3 erhalten wir drei Eigenwerte von M (u)(x). Im Fall einer stabformig
angeordneten Masse erwarten wir A\; >> 0 und Ay, A3 = 0. Ist die Masse dagegen
nicht entlang einer Geraden angeordnet, so erhilt man mindestens zwei Eigen-
werte A1, Ay > 0, deren Differenz \; — A\ klein ist. Aus diesem Grund verwenden
wir oben vorgestellte Definition der Kohérenz auch im Fall d = 3 und erhalten
dieselbe Aussage wir im zweidimensionalen Fall.

Eine Alternative besteht darin, die Grofien

A1—A2 . 2X2—)3

- 3\
A1+A2+A3 p A1t+A2+A3

A1+A2+A3

c = ci =

mit ¢, ¢, ¢s € [0,1], ¢ + ¢, + ¢s = 1 zu definieren, die beschreiben inwieweit
die Masse linear, planar oder isotrop im dreidimensionalen Raum angeordnet ist

(vel.[14]).

Desweiteren definieren wir die Distanz dist(xg) := |sp(zo)| des Punktes zy zum
Schwerpunkt der Masse in B.(x(). Allein durch die Distanz 148t sich keine Aus-
sage iiber die Anordnung der Masse in B.(zg) treffen. Nehmen wir jedoch an, daf
die Masse in B.(z() die Form eines diinnen Schlauches besitzt, so approximiert
dist(xg) die Distanz von xg zum Schlauch.

Betrachten wir zwei Beispiele (vgl. Abb. 3.2):

Beispiel 3.1: Diinner Stab

Im ersten Beispiel betrachten wir einen diinnen Stab als Spezialfall eines diinnen
Schlauches. Der Stab sei durch eine Liicke unterbrochen, die deutlich grofler als
das gewéhlte € sei. Wir betrachten daher nur ein Stabende.

Wir wollen das Massenmoment M und dessen Eigenwerte und -vektoren in der
Néhe des Stabendes bestimmen. Den Stab beschreiben wir durch eine Dichte-
funktion p. Seien dazu r > 0 und S := {(z,y) € R*2? + y? < r?} x [0,0). Die
Dichtefunktion sei gegeben durch p := ys.
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Pe

Abbildung 3.2: Beispiele fiir Dichteverteilungen: Ein diinner Stab, Ecke (Quer-
schnitte)

Sei im folgenden € >> r fest gewahlt. Wir bestimmen zu p den Schwerpunkt
sp(z) und das Massenmoment M (z) beziiglich der e-Umgebung eines Punktes
zo = (0,0,—a) a > 0, wobei a so gewihlt sei, dal a < ¢ sei. a ist also die Distanz
zwischen Stab und Auswertpunkt = (vgl. Abb.3.2).

Zur Vereinfachung approximieren wir B.(xg) N .S durch

S = {(z,y) € R¥a? +y*> < 7%} x [0,¢ — a], d.h. wir vergréBern das Integrati-
onsgebiet geringfiigig. Diese Anderung kénnen wir, gemessen im Lebesgue-Ma$,
durch 7 r? h(r) mit h(r) := e — V€2 — r? abschiitzen. Mit der Taylorformel erhlt
man die Abschitung |h(r)] < C(a,e) r? fiir r < a < e. Der Integrationfehler
héngt also von r in vierter Ordnung ab.

Der Schwerpunkt ist dann gegeben durch sp(xo) = (0,0,%%2)", das Massenmo-

ment durch M (xo) = diag(’, 7"42, %)

Ist nun @ < e —v/3r2, d.h. das Massenmoment wird in der Nihe des Stabes ausge-
wertet, so gilt A (7o) >> Aa(z0) = A3(xo) und der Eigenvektor vy (xq) = (0,0,1)T
beschreibt die Ausrichtung des Stabes. Ist der Auswertungspunkt dagegen weiter
entfernt von dem Stab, so sind wir nicht mehr in der Lage, diese Ausrichtung
anhand von M zu erkennen, da nur noch ein kleiner Teil des Stabes in der e-
Umgebung liegt. Der Eigenvektor v;(zg) approximiert in diesem Fall nicht die
Ausrichtung des Stabes.

Die Distanz dist(zy) = 5% approximiert den Abstand a von zy zum Stab i.A.
nur ungenau.
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Betrachtet wir nun einen Stab ohne Liicke. Der Einfachheit halber wéhlen wir
dieselbe Funktion p, werten Schwerpunkt und Masse jedoch weit entfernt von der
Liicke aus. Sei also x; = (R,0,h) einen Punkt mit ¢ >> R > r, h > . Mit
Approximation von B.(X) NS durch {(z,y) € R*|2? +y? <r?} x [h — &, h + €]
erhalten wir sp(z1) = (=R, 0,0) und vy (z1)[](0,0,1).

v1(z1) beschreibt also die Ausrichtung des Stabes, dist(z;) = R den Abstand von
r1 zum Stab.

Beispiel 3.2

Im zweiten Beispiel betrachten wir nun eine diinne Platte mit einer Ecke. Wir
werden auf dieses Beispiel in Abschnitt 3.5.2 zuriickkommen. Sei A > 0 die Plat-
tendicke und D := {(x,y,2) € R*|z,y > 0, |z| > h} . Die Dichtefunktion u sei
gegeben durch u = yp. Wir bestimmen m(x), sp(x) und M (x) beziiglich einer
e-Umgebung des Punktes zop = 0 mit € > 0.

1 e2a b 0
Es gilt m(0) = }”T;Q, sp(0) = 32| 1 | und M(0) = ? e?b €%a 0

0 o o0 =
mit a = i#— 31? > b = % + 9—6 > 0. Falls h << ¢ gilt, so gilt die Eigen-
werte \; = £%(a + b) > 0, = e*(a — ) > 0 und A3 = 32 zu den Eigen-
vektoren v, = \%(1,1,0)T %( ,0)T und vz = (0,0,1)" von M(0):

AL > Ay >> As.

3.3 Diffusionsmodell

Das Diffusionsmodell beschreiben wir fiir den allgemeinen Fall R? d = 2, 3. Sei
Q wie oben ein Gebiet in IR%. Sei ug € L>®(,[0,1]) eine Intensititsfunktion,
die Rauschen beinhalte. Das Diffusionsmodell soll so konzipiert sein, dafl in ug
lineare Strukturen hoher Intensitét durch den Diffusionsprozess erkannt und her-
vorgehoben werden. Dazu miissen die Ausgangsbilder eventuell invertiert werden.
Gleichzeitig soll durch die Diffusion das Rauschen weggeglattet werden.

3.3.1 Differentialgleichung

Wir greifen nun das Diffusionsmodell (2.1) aus Abschnitt 2.2.1 auf. Sei 02 der
Rand von Q und n : 0Q — IR? die zugehérige duBere Normale. Sei f(u) €
L>=([0,T] x ©,R) fiir beliebiges u € L*([0,T] x 2, R).

Gesucht ist eine schwache Losung u € L?((0,T], H“*(2)) folgender Differential-
gleichung;:
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Owu — div(D.(u)Vu) = f(u) in [0,7] x
u(0) = U in (3.9)
< D.(uw)Vu,n> = 0 auf [0, 7] x 02

Die Matrix D.(u) sei wie folgt definiert:

Seien Vi ...V : Q — R® Vektorfelder, so daB zu jedem z € Q Vi(z) ... Vy(x) eine
Orthonormalbasis aus den Eigenvektoren der Massenmoments M (z) darstellen.
Setze

und
_ 1 0 .
D=RB ( 0 g(coh(u)|Vus|*)1 (d—1)x(d—1) ) B

Hier ist g(s) = 1+1 die aus dem Perona-Malik-Modell bekannte Funktion.

S
2

coh(u) sei wie im vorigen Abschnitt definiert.

Weickert setzt in seinem Modell als Argument von g den grofleren Eigenwert
des Strukturtensors ein (vgl. Abschnitt 2.2.6). Dieser entspricht im ungegléitteten
Fall (p = 0) |Vu,|?. Durch die gradientengesteuerte Diffusion wird eine Kan-
tenscharfung moglich. Um Kantenschirfung auch in unserem Fall zu erreichen,
verfahren wir analog zum Perona-Malik-Modell und verwenden |Vu, |* als Argu-
ment von g. Es soll aber nur dort Kantenscharfung auftreten, wo eine schlauchar-
tige Struktur erkannt wird. Wir fiigen daher zu |Vu,|* den Faktor coh(u) hinzu.
Im Fall coh(z) = 0, d.h. Ay = Ay, gilt dann D.(u)(z) = 1. Die Gestalt von
D.(u)(x) ist dann unabhéngig von der Numerierung der Eigenwerte \;,i = 1, 2.

Modelle, in denen die Diffusionskoeffizienten in Abhéngigkeit vom berechneten
Eigenwert \; oder der Kohérenz gewéhlt wurden, haben in der Praxis keine so
gute Kantenschirfung wie die Kopplung von g mit |Vu,| geliefert.

Die Diffusionsmatrix D.(u) ist nun so gewéhlt, dafl in Richtung des Vektorfeldes
Vi(x), also entlang der erkannten schlauchartigen Strukturen eine Diffusion mit
konstantem Koeffizienten, in orthogonale Richtung in Abhéngigkeit von Kohérenz
und Gradienten eine glittende oder eine kantenschirfende Diffusion stattfindet.
Wir bezeichnen Vi (z) im folgenden als Hauptdiffusionsrichtung.

Die Diffusion wird nun zu einer Verstdarkung von Strukturen fiithren, die “heller”
als ihre Umgebung ist, d.h. dafl u(t) an diesen Stellen z € ) eine hohere Inten-
sitét als auf einer Umgebung besitzt. Insbesondere wird die Diffusion infolge der
Storung entstandene Liicken in den Strukturen schlieflen.
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Abbildung 3.3: Diffusion mit rechter Seite f =0

3.3.2 Rechte Seite

Die hier vorgestellte Differentialgleichung hat die Eigenschaft, dafl bei einer rech-
ten Seite f = 0 die Losungen mit wachsendem ¢ an Kontrast verliert.

Zur Erkennung der schlauchartigen Strukturen ist ein hoher Kontrast jedoch
wiinschenswert. Wir werden daher eine rechte Seite f # 0 definieren, die die
Losung an erkannten Strukturen auf den Wert 1 zwingt. Gleichzeitig soll die
Losung auf das Bildintervall [0, 1] beschrankt bleiben.

Sei u(t)(x) € L*([0,T] x ). Zur Erkennung heller schlauchartiger Strukturen
wihlen wir ¢; € [0,1],co > 0 und definieren K'(u(t)) := {z € Qlu(t)(z) >
c1 und coh(u(t))(x) > c3}. Die Menge K' umfafit also alle Punkte mit einer
geniigend hohen Intensitét, in denen lineare Strukturen erkannt werden. f(u(t))
soll nun an einem Punkt x € K gréfer null sein, falls u(¢)(z) kleiner als 1 ist,
sonst gleich null. Auf diese Weise stellen wir sicher, dafl u(¢)(z) < 1 fast iiberall
auf [0, 7] x Q. AuBerhalb von K'(u(t)) sei f ebenfalls null.

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Differentialgleichung zu ga-
rantieren, wihlen wir nun die rechte Seite der Differentialgleichung so, daf sie in
jedem Punkt = € 2 Lipschitz-stetig von u(t)(x) und coh(u(t))(x) abhéngt.

f1 (x,a) f5(x,b)

Abbildung 3.4: Die Funktionen fi, fo

Seien dazu die Hilfsfunktionen fi, fo zu beliebigen 6 >0, 0 <a < 1—4dund b > 0
wie folgt definiert (vgl. Abb. 3.4):
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0 falls r < a
=41 —-a—0) fallsz e (a,a+90)
1—=x falls x € [a + 9, 1]
0 falls z > 1
falls x <b
falls z € (b,b+ 6)
fallsz > b4+ 46

filz,a) =

fg(SE, b) =

0
z—b
5

1

Abbildung 3.5: Diffusion mit rechter Seite f # 0 zu verschiedenen Zeitpunkten

Zu 0 < ¢; < 1 sei das oben definierte d so gewéhlt, dafl ¢; + 0 < 1 gelte. Sinnvoll
ist hier eine Wahl ¢1 € (Crintergrund, Covjert], da wir nach Moglichkeit nur die

Punkte hervorheben wollen, die zum gesuchtem Schlauch gehéren. Sei co > 0.
Wir definieren f(u) = f.(u) € L>(]0,T] x ) durch

fe(u)(t, x) = ¢ fi(u(t, ), c1) fa(coh(u(t))(z), cz) (3.10)

mit einem beliebigen Faktor ¢ > 0. Nach der obigen Definition hangt f.(u)(to, x)
fiir festes ¢y nicht nur von wu(ty, x), sondern auch von coh(u(ty))(z) und somit von

U(to, x)'Bs(z) ab.

Da f.(u)(z) = 0, falls u(x) > 1, gilt nach dem Maximumsprinzip u(t,x) € [0, 1]
fast tiberall auf [0, 7] x Q.
Wir nennen K*'(u(t)) im folgenden die zum Zeitpunkt ¢ erkannten Punkte.

Abb. 3.5 zeigt, wie durch diese Kontrastschiarfung die gesuchte Struktur hervor-
gehoben wird. Die anisotrope Diffusion sorgt dafiir, dafl sich die Liicken mit der
Zeit schlieflen.

Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der Differentialgleichung
(3.9) mit der hier vorgestellten rechten Seite verweisen wir auf Kapitel 4.
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3.3.3 Eine weitere Modifikation der rechten Seite

Sei ugy im folgenden eine der ungestorten Funktionen u;,i = 1,2 aus Abschnitt
3.1.1 und 1o die zugehorige gestorte Funktion. Sei K := {x € Q|ug(x) > copjekt }
das ungestorte Abbild des Schlauches. Die Menge K soll nun durch Anwenden
der oben beschriebenen Differentialgleichung im Fall R?,d = 2 hervorgehoben
werden.

Im vorherigen Abschnitt hatten wir

K'Y (w) := {z € Quw(x) > ¢; und coh(w)(z) > ¢y} fiir beliebiges w € L*() zur
Definition der rechten Seite benutzt. K'(ig) ist eine erste Approximation der
Menge K zum Zeitpunkt ¢ = 0.

In der Praxis hat sich gezeigt, dafl diese Approximation noch verbessert werden
kann. Entsprechend werden wir f(u) fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 mit Hilfe der ver-
besserten Approximation definieren. Wir stellen nun diese Modifikation vor.

Sei also im folgenden d = 2. Wir wollen voraussetzen, dafl ug, @y in C*>°(Q2) liegen.
Dies wiirde nach Faltung mit einem Gauflkern gelten. Um unser Vorgehen besser
verdeutlichen zu kénnen, nehmen wir jedoch an, dafl uy folgende Gestalt hat:

u (.CE) . CObjekt firz e K
0> = CHintergrund T dist(z, K) > ¢
ug ist also in diesen Teilgebieten konstant.
Auf AK = {z € Q|0 < dist(x,K) < €} sei ug geeignet fortgesetzt, so dafl

uy € C(Q). @y sei wie oben definiert durch Stérung der Funktion uy und liege
ebenfalls in C*°(Q2).

Wir betrachten nun die Ableitungen von ug bzw. .

Nach Definition der ungestorten Funktion uy verschwindet die erste Ableitung
sowohl auf K als auch auf dem Hintergrund 2\ (K U AK) und ist daher zur
Unterscheidung beider Mengen ungeeignet.

Betrachten wir nun die gestorte Funktion g, so konnen wir daher nicht erwarten,
daB |Vig| ein gutes Kriterium zur Unterscheidung zwischen Objekt K und dem
Hintergrund 2\ (K U AK) ist.

Mit Hilfe der zweiten Abbleitungen kénnen wir die Oberflichenkriimmung von
ug bzw. Uy berechnen.
Sei fiir beliebiges v € C?(2) die Matrix Q definiert durch

L 1 amtv alyv
Q(v)(z) == \/1 + (0,0)2 + (O,v)? ( Ouyv Oyyv ) £
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Seien A\'(w)(x) und A\*(w)(z) die Eigenwerte von Q(v)(z ) Diese existieren auf-

grund der Symmetrie von Q. O.B.d.A. gelte M (v)(w) > A (w)(x).
Fiir ug gilt offensichtlich:

falls x € K

M (ug)(z) >> 0
=0 0 falls x auBlerhalb einer e-Umgebung von K

A2 (o) () >
A2 (ug) () =

Fiir die gestorte Funktion @y erwarten wir dhnliche Eigenschaften von Q(ty).
Um den Einflufl von Rauschen zu minimieren und die Informationen zu mitteln,
glatten wir nun Q(v) komponentenweise: Q,(v) := G, * Q(v)

Q. (v) ist ebenfalls symmetrisch. Seien Al (w), \2(w) die zugehérigen Eigenwerte
mit AL (w) > A\2(w) .

Wir withlen nun A\! (w) als Kriterium zur Erkennung von K und definieren K2 :=
{x € Quw(z) > c1, \L(w)(x) > c3}, wobei ¢; dasselbe wie in der Definition von
K'(w) ist und ¢3 > 0. Die rechte Seite der Differentialgleichung zum Zeitpunkt
t = 0 definieren wir durch:

F@)(0,2) = ¢ fi(u(0,2),c1) fo(A;(u(0))(2), c3) (3.11)

mit beliebigem ¢ > 0. Abb. 3.6 zeigt eines der Originalbilder sowie die Bildpunkte
entsprechend den Mengen K! und K?2. Durch die in diesem Abschnitt vorgestell-
ten Kriterien wird die DNA-Struktur deutlich besser erkannt.

Abbildung 3.6: Links: invertiertes Originalbild, Mitte: die Menge K, Rechts: die
Menge K?

Fiir Zeitpunkte ¢ > 0 sind die erkannten schlauchartigen Strukturen bereits soweit
hervorgehoben, dafl wir die im vorigen Abschnitt definierte rechte Seite verwenden
konnen.
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3.4 3D-Rekonstruktion

3.4.1 Rekonstruktionsmodell

Wir wollen nun das Modell vorstellen, mit dem wir aus zwei gegebenen 2D-
Funktionen eine 3D-Funktion rekonstruieren.

Wir verwenden das Kameramodell der orthogonalen Projektion und setzen vor-
aus, dafl die Kameraparameter bekannt sind. Seien P, : Q3P — Q.7 = 1,2 die
zugehorigen orthogonalen Projektionen eingeschrankt auf Q3P.

Wir definieren nun einen Operator

R : L®(,]0,1]) x L®(,,[0,1]) — L=(Q*P,[0,1]),

den wir im weiteren Sinne als Umkehrung der Projektionsoperatoren II; interpre-
tieren konnen.

Zu f; € L>(8;,10,1]),7 = 1,2 sei R(f1, f2)(x) definiert durch

R(f1, f2)(x) := min (fi(P1(z)), f2(Pa(x)))

Dieses Rekonstruktionsmodell wertet die vorliegenden Bilder punktweise aus.
Denkbar wire ein Modell, da§ zur Rekonstruktion eines Punktes z € Q3P ge-
eignete Umgebungen der Projektionen P;(x) betrachtet.

Das Projektionsmodell ist nicht in der Lage, das Korrespondierenden-Problem
eindeutig zu l6sen. Wie wir in den Beispielen in Kapitel 2 gesehen haben, ent-
stehen bei der Rekonstruktion aufgrund der Nichteindeutigkeit mehr Strukturen,
als tatsédchlich vorhanden sind. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, welche
Probleme dadurch bei der Rekonstruktion verrauschter Bilder auftreten.

3.4.2 Rekonstruktion verrauschter Bilder

In diesem Abschnitt wollen wir darlegen, warum wir uns in Abschnitt 3.1.2 dafiir
entschieden haben, zunéchst die Originaldaten zu glatten und dann eine Funkti-
on in IR? zu rekonstruieren.

Seien u;,7 = 1,2, wie in Abschnitt 3.1.2 definiert, zwei (ungestorte) Abbilder eines
dreidimensionalen Schlauchs, u; die entsprechend gestorten Intensitétsfunktionen.

Eine Rekonstruktion der Originaldaten mit anschlieBender Diffusion in IR® hat
den Vorteil, dafl in der richtigen Metrik geglattet wird. Die Diffusion kann entlang
einer schlauchartigen Struktur erfolgen. Wendet man dagegen den zweidimensio-
nalen Diffusionsprozef3 auf die Funktionen wu; an, so vernachlaffigt man die “Tiefe”
der Struktur, die durch die Projektion verloren gegangen ist. Besonders bemerk-
bar macht sich dies an Kreuzungspunkten. Hier {iberlagern sich die Abbildungen
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zweier Teile des 3D-Schlauchs, die in IR? einen gewissen Abbstand zueinander
haben, der jedoch durch die 2D-Diffusion nicht beriicksichtigt werden kann. Wie
wir in Abschnitt 6.4 sehen werden, verfilscht die zweidimensionale Glattung an
diesen Kreuzungspunkten die 3D-Rekonstruktion.

Abbildung 3.7: Invertiertes Originalbild und approximierter Verlauf des DNA-
Rings

Betrachten wir die 3D-Rekonstruktion basierend auf den verrauschten Funktio-
nen ;. Das oben beschrieben Diffusionsmodell ist so konzipiert, daf helle lineare
Strukturen hervorgehoben werden. Soll die Diffusion nach der 3D-Rekonstruktion
erfolgen, so ist es wichtig, daf die in den 2D-Funktionen erkennbaren Strukturen
bei der Rekonstruktion erhalten bleiben und keine zusétzlichen Strukturen aus
dem Rauschen rekonstruiert werden. Wir werden dies im folgenden genauer un-
tersuchen.

In unserem Modell nehmen die Funktionen u; Werte grofler gleich copjer: auf
den Abbildern des Schlauchs, sonst den Wert cgintergruna an. Wire die Storung
moderat, d.h. |u; — @;| << covjert — CHintergrund, SO lieBe sich ein Schwellenwert
Cthres € (CHintergrund, Cobjekt) finden, so daff die Abbilder des Schlauchs durch
K; := @15 ((Cohres, 00)) bestimmen lieBen. Rekonstruierten wir den dreidimensio-
nalen Datensatz R(t, uUs), so wiirden wir mit

R7Y((¢tnres, 00)) ein Objekt erhalten, dafl dhnlich wie in Beispiel 2.2 aus dem ge-
suchten Schlauch und aufgrund des Nichteindeutigkeitsproblems aus zusétzlichen
Strukturen besteht.

Eine Betrachtung der vorliegenden DNA-Bilder zeigt, dafl wir diese Moderatheit
der Storung nicht vorausgesetzt konnen. Vielmehr miissen wir annehmen, dafl
die Storung stark ist, d.h. an manchen Stellen des Hintergrundes die Intensitét
von w; hoher ist als auf dem Objekt und umgekehrt die 4; an Punkten auf dem
Objekt einen niedrigeren Wert als auf dem Hintergrund annehmen.
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Betrachten wir als Beispiel das DNA-Bild in Abb 3.7. Wir approximieren den
Verlauf des DNA-Rings wie abgebildet. Abb. 3.8 zeigt die normierten Grauwert-
verteilungen auf dem Ring sowie auf dem Hintergrund. Beide Verteilungen ha-
ben die Form von Gaufiverteilungen mit im Vergleich zur den Varianzen dicht
beieinanderliegenden Mittelwerten. Man erkennt, dafl der Grauwert vieler Hin-
tergrundpunkte iiber dem Mittelwert des Objekt und umgekehrt der Grauwert
vieler Objektpunkte unter dem Mittel des Hintergrundes liegt.

Seien K; (wie oben) die Abbilder des gesuchten Rings. Die Punkte der oben defi-
nierten Mengen K; nennen wir die erkannten Punkte. In unserem Modell miissen
wir also davon ausgehen, da die Mengen K; die zweidimensionalen Abbilder K
nur liickenhaft beschreiben und zusétzlich Hintergrundpunkte enthalten. Punkte
aus K; , die nicht in K; liegen, nennen wir im folgenden Liicken, Punkt in K;,
die nicht zu K; gehoren, falsch erkannte Punkte.

I
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Abbildung 3.8: Grauwertverteilung von Objekt und Hintergrund

Betrachten wir nun nun die Menge I := R(ty,2)  cinres, 00). Die Punkte aus
[ nennen wir die rekonstruierten Punkte. Rekonstruierte Punkte, die nicht zu
der gesuchten Struktur gehoren, bezeichnen wir als falsch rekonstruierte Punkte.
Punkte des gesuchten Rings, die nicht in ' liegen, nennen wir wie im zweidimen-
sionalen Fall Liicken.

Wir rekonstruieren einen Punkt M € Q3P nur dann, wenn die Projektionen P;M
in K, liegen, d.h. wenn sie erkannte Punkte sind. Offensichtlich ist ein Punkt
M € Q3P ein falsch rekonstruierter Punkt, falls nur einer der beiden Punkte
(PyM, P, M) ein falsch erkannter Punkt ist.

Da in den verrauschten Bildern eine Vielzahl von Punkten falsch erkannt werden
ist, rekonstruieren wir also in Q3P viele falsche Punkte. Diese sind oft entlang
einer der Projektionsgeraden angeordnet. Solche Punkte werden eventuell bei ei-
ner anschlieenden Diffusion als Struktur erkannt und diese Struktur wird dann
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weiter ausgeprigt.

Wir konnen einen Punkt M des gesuchten Objekts nicht rekonstruieren, falls nur
einer der Punkte P;M eine Liicke darstellt. Die Zahl der Liicken in I' ist also
wesentlich grofler als die Anzahl der Liicken in den Abbildern des Objekts.

Insgesamt ist also die Qualitét der rekonstruierten Funktion R(4,u2) schlechter
als die der zweidimensionalen Funktionen u;. Wir werden sehen, dafl wir be-
reits bei der Erkennung der Strukturen in den 2D-Bildern auf Probleme stoflen.
Daher erwarten wir nicht, dal eine Erkennung der dreidimensionalen Struktu-
ren nach der Rekonstruktion verrauschter Bilder erfolgreich durchgefiihrt werden
kann. Wir wahlen daher die erste Alternative, zuerst die zweidimensionalen Bil-
der vorzugliatten und anschlieend die 3D-Rekonstruktion durchzufithren. Abb.
3.9 zeigt solche vorgegliatteten Bilder. Wir erwarten, dafl nach der Vorglattung
die Abbilder des Objekts deutlich zu erkennen sind. In der aus den vorgeglétteten
Funktionen rekonstruierte Funktion S* := R(u1(T),u2(T)), ist nun deutlich das
gesuchte schlauchférmige Objekt zu erkennen. Gleichzeitig entstehen durch das
Vorglatten und die Nichteindeutigkeit der Rekonstruktion zusétzliche Strukturen.
Abb. 3.10 zeigt die Oberfliche einer Menge (S*)™!([cinres, 1]) zu einem geeigneten
Cires > 0. Die zu Beginn des Abschnitts dargelegten Nachteile dieser Reihenfolge
von Diffusion und Rekonstruktion nehmen wir in Kauf.

Abbildung 3.9: Gegléttete Bilder

£ £ e &

Abbildung 3.10: Ansichten der rekonstruierten Menge aus verschiedenen Perspek-
tiven
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3.5 Tracing

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, enthélt eine aus den geglétte-
ten Funktionen u;(T), ¢ = 1,2 rekonstruierte Menge R(u(T),u2(T))"*([c,1])
neben dem gesuchten schlauchférmigen Objekt I weitere Strukturen. Wir wollen
nun versuchen, den Schlauch I' zu isolieren. Dazu stellen wir eine gewohnliche
Differentialgleichung vor, deren Losung dem gesuchten Schlauch folgt. Zu einem
geeigneten ¢ stellt der e-Schlauch um diese Losung dann eine Approximation von
I' dar. Abb. 3.11 zeigt den e-Schlauch um eine solche Losungskurve.

(& (e (¢

Abbildung 3.11: Verschiedene Ansichten eines dreidimensionalen Polygonzugs

3.5.1 Gewohnliche Differentialgleichung

Seien Q3P c R? und S* € L>(Q3P, [0, 1]). Wir nehmen an, daB ein cy.es € [0, 1]
existiert, so daf8 der gesuchte Schlauch ' in T := (S*) 7 [cthres, 1] enthalten ist.
Sei xg € () ein bekannter Punkt des gesuchten Objekts.

Wir wollen eine Differentialgleichung vorstellen, die die Bewegung eines Massen-
punktes beschreibt. Die Beschleunigung soll so gesteuert werden, dafl der Mas-
senpunkt den gesuchten Schlauch in I' durchliuft, bis er den Ausgangspunkt (bis
auf einen £-Abstand) wieder erreicht, so daf wir eine geschlossene Kurve erhalten.
Mit y : [to, t1] — Q3P bezeichnen wir die Trajektorie dieses Punktes.

Ob der Massenpunkt den Ausgangspunkt wieder erreicht, bestimmen wir durch
folgendes Kriterium: Zu vorgegebenem £ > 0 existieren 79 < 71 € (g,t;) mit
ly(to) — y(70)] >> € und |y(to) — y(m1)| < & Wir verwenden dann y|y, -, zur
Approximation des gesuchten Schlauches. Wir werden dies in Abschnitt 3.5.3 de-
tailiert beschreiben.

An Punkten, an denen schlauchartige Strukturen aneinanderstofien oder sich
durchschneiden, erwarten wir, dafl der Massenpunkt aufgrund seiner Trégheit
I' moglichst gradlinig durchléuft, also nicht in andere Strukturen abzweigt.

Betrachten wir zunéchst den allgemeinen Fall eines in einem Kraftfeld
F(z) : 93P — R? beschleunigten Massenpunkte y(t). Die zugehérige Differenti-
algleichung ist §j = F(x). Als Anfangswerte wihlen wir den Startpunkt zy und
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einen Vektor ry # 0 € R? fiir die Startgeschwindigkeit.

Im allgemeinen wird die Kraft F' einen nicht verschwindenden Anteil in Bewe-
gungsrichtung beinhalten, so daf§ die Geschwindigkeit zunimmt. Damit die Ge-
schwindigkeit des Massenpunktes beschrankt bleibt, fiigen wir einen weiteren
Term hinzu. Die Geschwindigkeit des Massenpunktes soll nahe einer vorgegebe-
nen Geschwindigkeit vy liegen. Der Term, den wir zufiigen, soll zu einer positiven
Beschleunigung in Bewegungsrichtung fiihrt, falls ¢(t) kleiner als vy, und zu einer
negativen, falls ¢(¢) grofer als vy ist.

Wir erhalten folgende Differentialgleichung:

Seien 0 <ty < t1, @ > 0. Gesucht ist y(t) : [to, t1] — Q mit

y(to; = (3.12)

F soll nun so gewahlt werden, daf die Losung y(t);>¢ eindimensionalen Strukturen
in S* folgt. Sei zu festem ¢ > 0 v(x) der Eigenvektor von M (S*)(x) zum groBten
Eigenwert A;(x). Sei coh(z) = coh(S*)(z). Aus Abschnitt 3.2 wissen wir, dafl v
tangential an schlauchartige Strukturen anliegt. Ein erster Ansatz wire

F(z,r) = F(x) := coh(x)v(x)

Hierbei ist zu beachten, dafi v(z) nur bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Wir
definieren daher die Projektion auf den Eigenraum zu A;(z) durch P(x)r :=
(v(x),r)v(x) fiir beliebiges r € R?® ( v(z) ist nach Definition normiert), und ge-
hen zu F(x,r) := coh(z)P(x)r iiber.

Falls A\; gleich Ao, ist die Wahl von v nicht eindeutig. Durch den Faktor coh(x)
ist jedoch F'(z,7) eindeutig bestimmt.

Die Tragheit des Massenpunktes fithrt dazu, daf§ auf den Massenpunkt an ge-
kriitmmten Strukturen eine Zentrifugalkraft wirkt. Um zu verhindern, dafl y(t)
die Menge K verlift, fiigen wir zur Funktion F einen weiteren Term zu. Dazu
betrachten wir den Schwerpunkt sp(z) := sp(S*)(z) in der e-Umgebung von z.
Der Massenpunkt y(¢) soll nun zusétzlich in Richtung des Schwerpunkts sp(y(t))
beschleunigt werden. Wir setzen daher:

mit 3, v > 0.

Die rechte Seite (3.13) der Differentialgleichung hat also die Form F(z,r) =
Fi(z)r + Fy(x), wobei Fy(z) := [ coh(z)P(z) eine matrixwertige, Fyp(z) :=
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vsp(x)(t) eine vektorwertige Funktion ist. Es existieren Konstanten Cy,Cy > 0,
so daf in der Operatornorm zur 2-Norm sup,cqsp || F1(x)[|op < Ci und in der 2-
Norm auf R? sup,cqsp || Fo(7)]|2 < Cs gilt (vgl. Lemma 4.1 in Kapitel 4). Wendet
man auf beide Seiten der Gleichung (3.12) das Funktional (., ) an, so erhélt man
(mit F(z,r) = Fi(x)r + Fy(x)):

14912 = (Fu(y)g.9) + (Fa(y),9) + avollgl]” — 9] (3.14)
< NEWlopllgllz + IE@):llvllz + cvlgll® — oyl

Mit der Beschrénktheit der F; folgt nun, daf8 die rechte Seite negativ ist, falls ||y||
geniigend grof3.
Daher ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes nach oben beschrankt.

Mit Hilfe der Parameter $ und « kénnen wir sowohl die Stérke der Gesamtbe-
schleunigung als auch den Anteil der Beschleunigungen in tangentiale Richtung
zur Struktur und in Richtung des Schwerpunktes festlegen. Mit den Parametern (3
und vy kann die durchschnittliche Geschwindigkeit des Massenpunktes beeinflufit
werden. Wir sind einerseits daran interessiert, dafl der Massenpunkt die Struk-
tur moglichst gradlinig durchléuft. Daher ist eine hohe Geschwindigkeit sinnvoll.
Andererseits sollte der Massenpunkt innerhalb der Struktur bleiben. Bei einer zu
groflen Geschwindigkeit gibt es aufgrund der Trégheit jedoch Probleme an den
Stellen, an denen die Strukturen zu stark gekriimmt ist.

3.5.2 Wahl der Metrik

Wir wéhlen bei der Berechnung von sp(S*)(z) und M (S*)(z) eine spezielle Me-
trik, die Tensormetrik bzw. ein spezielles Koordinatensystem des IR?. Diese Me-
trik entspricht der kanonischen Metrik des IR® unter der Annahme, daf die Ka-
merarichtungen orthogonal zueinander liegen. Bevor wir diese Metrik genauer be-
schreiben, prizisieren wir zunichst die Kameraanordnung. Seien P, P, : R® —
IR? zwei orthogonale Projektionen. Der Winkel o € (0, ) zwischen beiden Pro-
jektionsrichtung sei bekannt. Wie in Beispiel 2.1 kénnen wir nach Wahl der Ko-
ordinatensysteme annehmen, dafl die P; folgende Gestalt haben:

P(z,y,z) = (z,2)
Py(z,y,z) = (cos(a)x + sin(a)y, 2)

Sei A € R**® gegeben durch:

1 0 O

L i cos(a) 1
A= sin(a)  sin(a) 0
0 0 1
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(0 10\,
PQ_(O 0 1)A

Wir wéhlen nun folgende Metrik:

d(z,y) =]A"(z —y)|

Sei B.(zg) := {x € R?|d(x,x0) < €}.
Lokale Masse, Schwerpunkt und Massenmoment im zy berechnen wir nun durch

m(xg) = st(xO)(S*)n(x) dx
: 1 S (z) - AN — x0) dx

Dann gilt offensichtlich

w
=
8
N
I

m(:ci))—ké Be (mo) (

m(@o)+o
fBS(IO)(S*)n(f’;) (A~ (2 — 20) — sp(w0)) @ (A~ (x — 20) — sp(w0)) do

P

1
Kanonische Metrik des IR? Spezielle Metrik

Abbildung 3.12: Beispiel eines diinnen Balkens (Querschnitt)

Um die Wahl dieser Metrik zu rechtfertigen, betrachten wir folgendes Beispiel:
Sei @ ein langgestreckter diinner Balken in IR® mit Hohe h, der durch die Projek-
tionen P; in R? auf Rechtecke R; abgebildet wird. Die zugehdrigen Intensitéits-
funktionen nehmen auf R; einen konstanten Wert ¢ > 0, sonst den Wert null
an. Abb. 3.12 zeigt einen horizontalen Querschnitt des Balkens, der Kameraan-
ordnung und der beiden Projektionen. Aus den Intensitéitsfunktionen wird durch
unser Rekonstruktionsmodell nicht der Balken (), sondern ein Parallelepiped ()’
mit rautenférmiger Grundflache rekonstruiert.
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Wir identifizieren wir nun die beiden linken Seiten der Rechtecke R; miteinander.
Wir wihlen an diesen Seiten zwei Punkte m; = (x;, y;) auf gleicher Hohe, 0.B.d.A
y1 = y2 = 0. Aus diesen zueinander korrespondierenden Punkten rekonstruieren
wir einen Punkt M € R?, den wir als Startpunkt unserer gewchnlichen Diffe-
rentialgleichung wéhlen. Betrachten wir nun den horizontalen Querschnitt durch
M. Seien ey . ..e4 die Eckpunkte der Querschnittsfliche von @', wie in der Skizze
(Abb. 3.12) dargestellt, e; := M.

Zur Bestimmung von v betrachten wir nun eine e-Umgebung von M. In Abb. 3.12
ist der horizontale Querschnitt dieser Umgebung durch einen Kreis angedeutet.
Bei der Berechnung von v wird nur der Teil von @)’ beriicksichtigt, der innerhalb
dieser Umgebung liegt. v(M) beschreibt nun die Hauptanordnungsrichtung der
Masse im Gebiet ’NB.(M). Diese Anordnungsrichtung verlduft nun in etwa par-
allel zur zweiten Projektionsrichtung. Die Massenpunkt wird startend vom Punkt
M in diese Richtung beschleunigt. Zusétzlich erfolgt eine Beschleunigung in Rich-
tung Schwerpunkt. Den vertikalen Anteil der Beschleunigung vernachléssigen wir.
Die Beschleunigung fiihrt dazu, dafl der Massenpunkt nicht dem Balken @) folgt
und auf den Punkt es zulduft , sondern in etwa in Richtung der zweiten Pro-
jektionsrichtung auf den Punkt ey zu. Er folgt also einem falsch rekonstruierten
Teil des Objekts. Der Verlauf der Losung ist in der Skizze durch eine gestrichelte
Linie angedeutet.

Wendet man das Modell auf die DNA-Ringe an, so besitzt die rekonstruierte Men-
ge I an den Stellen, an denen der DNA-Strang in der (z,y,0)-Ebene verliuft,
einen solchen rautenférmigen Querschnitt. Numerische Versuche haben bestétigt,
daB die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (3.12) in einem solchen
Fall trotz der Tragheit des bewegten Massenpunktes in “falsche” Strukturen hin-
einlauft.

Das Problem besteht darin, daf3 die Gestalt des rekonstruierten Objekts Q" stark
in eine bestimmte Richtung ausgeprégt ist, die bei der Bestimmung der Eigen-
vektoren v;, @ = 1...3 entscheidend ist. Verwenden wir bei der Berechnung des
Schwerpunktes und des Massenmoments die oben beschriebene Metrik, so weisen
wir Q' eine andere Gestalt, die eines Quaders zu. Der Eigenvektor v zum grofe-
ren Eigenwert von M im Eckpunkt e; liegt im entsprechenden Koordinatensystem
nun parallel zum Vektor ez —e; (vgl. Beispiel 3.2 in Abschnitt 3.2). Entsprechend
verlduft die Losungskurve y(¢) nun von Startpunkt e; bis zum Punkt ez, und folgt
somit dem diinnen Balken.

3.5.3 Verzweigungen

Wie wir bereits gesehen haben, konnen wir i.a. nicht erwarten, dafl die rekon-
struierten dreidimensionalen Strukturen einen einzelnen geschlossenen Schlauch
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bilden. Wir miissen davon ausgehen, dafl zum einen durch die Nichteindeutigkeit,
zum anderen durch den Diffusionsprozel weitere schlauchartige Strukturen ent-
stehen konnen. Dabei entstehen auch Verzweigungs- und Kreuzungspunkte.

Als Verzweigungpunkt bezeichnen wir den Punkt, in dem sich mehrere schlauch-
artige Strukturen beriihren. (Dieser Begriff ist, da sich der Berithrungspunkt auf-
grund der Dicke der schlauchartigen Struktur nicht eindeutig bestimmen &8,
abstrakt zu sehen.) Durchkreuzen sich zwei (oder mehr) schlauchartige Struktu-
ren, so nennen wir dies einen Kreuzungspunkt (vgl. Abschnitt 3.1.1).

Aufgrund dieser Verzweigungspunkte ist es sinnvoll, auch bei der Losung der
gewoOhnlichen Differentialgleichung Verzweigungen zu erlauben, d.h. wir verfolgen
die Losung y(t) =: yo(t) ausgehend von einem Startpunkt z(, den wir im folgenden
als den ersten Startpunkt bezeichnen bis zu einem mdoglichen Verzweigungspunkt
y(t1), den wir als neuen Startpunkt zum Zeitpunkt t{, = ¢; wihlen und nun zu
verschiedenen Verzweigungsrichtungen V...V, n > 0 Losungen yo(t) . . . yon(t)
der Differentialgleichung suchen, Hierbei sei yo; die Losung der Differentialglei-
chung mit Startpunkt yo(¢1) und Startvektor V;. Als Kriterium fiir mogliche Ver-
zweigungspunkte verwenden wir die in Abschnitt 3.2 definierte Kohérenz. Dazu
withlen wir einen Schwellenwert c¢y; e > 0, und verzweigen in einem Punkt yo(t),
falls coh(S*(y(t)) < Cbifure-

Indem wir sukzessive weiter verzweigen, erhalten wir Losungen yy(¢) mit Multi-
index k = (0,ky ... k) € N, 1 > 0. Eine Losung y(t) bezeichnen wir im folgenden
als Teillosung.

In unserem Verfahren werden wir die Berechnung einer Teillosung abbrechen, falls
die Losung den ersten Startvektor wieder erreicht oder sich abzeichnet, daf diese
Teillosung nicht der gesuchten Struktur folgt. Wir werden die Kriterien dafiir
detailiert in Kapitel 5 beschreiben.

Die Teillosungen interpretieren wir als einen Graphen mit Baumstruktur, wo-
bei wir die Teillosungen als Kanten, ihren jeweiligen Start- und Endpunkt als
Knoten auffassen. Die Teillésungen, die nicht weiter verzweigen, bezeichnen wir
als Blétter. Sei yi(t) eine Teillosung mit Startpunkt z, dann nennen wir die
Teillosung, die = als Endpunkt besitzt, die vorangegangene Losung.

Fassen wir ausgehend von einem Blatt dessen Teillosung und rekursiv alle voran-
gegangenden Teillosungen zusammen, so bezeichnen wir die Menge dieser Teil-
16sungen als Ast. Die Teillosungen eines Astes ergeben hintereinandergesetzt eine
stiickweise differenzierbare Kurve.

Wir erwarten, daf§ eine der Teillosungen wieder zum ersten Startpunkt xg zuriick-
kehrt. Die durch die Teillésungen dieses Astes gegebene geschlossene Kurve y*(t)
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verwenden wir zur Approximation des gesuchten Schlauches I':
= {z € Q*P|dist(z,y*(t)) < €}

Eine Alternative besteht darin, alle Aste des Graphen zur Approximation von
[ zu verwenden, deren Teillssungen eine geschlossene Kurve bilden. Dies ist
dann sinnvoll, falls eine rekonstruierte Menge (S*) ™! ([cipres, 00)) Kreuzungspunk-
te enthélt. d.h. Punkte an denen sich schlauchartige Strukturen durchkreuzen
(vgl. Abschnitt 6.4).

3.5.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir beweisen nun die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der gewdhnlichen
Differentialgleichung 3.12 mit mit der rechten Seite F'(z,r) wie in (3.13) defi-
niert, in dem wir die Lipschitz-Stetigkeit von F'(z,r) zeigen und auf die Theorie
gewOhnlicher Differentialgleichungen zuriickgreifen.

Sei u € C°(R) fest gewihlt.

Wir setzen m(z) = m(u)(z), spi(z) = sp;i(u)(x) und M;;(z) = M;;(u)(z) fur
i j=1...d.

Seien (\;(z)) die Eigenwerte von M (z), P(z) die Projektion auf den Eigenraum
zu A (z) und coh(z) := coh(M (z)).

Lemma 3.1 (Lipschitz-Stetigkeit von m, sp, M)
Es existieren positive Konstanten Ly, Lo, L3, so dafs

im(z) —m(y)| < Ly |z —y|
mazizi.qa  |spi(x) —spi(y)| < Lo |z —y| (3.15)
maz;j=1.a |My(x) — Mi;(y)| < Lz |z -y
mit Ly, Lo, L3 unabhdngig von x,y.
Dann gilt auch
[M(x) = M(y)|| < C |z —y] (3.16)
fiir eine Konstante C' > 0.
(Hierbei ist .|| die Operatornorm bzgl. der 2-Norm auf R.)

Beweis:

Sei f(x,xo) Lipschitz-stetig in xy und beschrinkt fiir festes xq und x € B.(x).
(f dient als Platzhalter fiir die Integranden in den Formeln fiir m, sp; und M;;.)
Seien

By = Be(w) \ B:(vo)
By = B.(x¢) N B:(yo)
Bs = B.(yo) \ B:(x0)
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| /Qu(x)f(% o) Xe (T — w0) — w(z) f (2, Yo) X (T — yo) dz|
<|

By

+ ‘ U(.I)f(.’ﬂ,xo) - f<x>y0)d$‘

Bo

+ ; u(x) f (2, yo)dz|

sawwﬂ&w+c/u@mmm—m

B3
<eClzo — yo| + C|Bs||lull 2y |70 — yol

also ist [, u(x) f(x, zo)x (@ — xo)- dx Lipschitz-stetig in z.

Mit f = 1 folgt die Lipschitz-Stetigkeit von m(x) und daraus die Lipschitz-

Stetigkeit von g(x) := m. Sei L; die Lipschitz-Konstante zu m(zx).

Mit f(x,xo) = ' — xf und der Tatsache, da g(x) < C und [, u(z)f(x,zo)x(z —
zg)e dr < C' unabhiingig von g, folgt die Lipschitz-Stetigkeit von

sm@dzg@d /u@ﬁ@de$—%k¢E

Q

mit [spi(zo) — spi(yo)| < cilwo — yo|- Wihle Ly := max;{c;}.
Mit f(z,x0) = (¢ — ) — sps(0)) (27 — x) — sp;(9)) und dem gleichen Argument

folgt die Lipschitz-Stetigkeit der M;;(zo).
mit Lipschitz-Konstante ¢;;. Setze L3 := max; ;{c;;}.

Nun gilt
[M(z) = M(y)|| < C [[M(x) = M(y)ll2 (3.17)

<C Z | Mij(x) — My (y)|?

<C D L3z =yl < C Lyfa —y|
,J

Lemma 3.2 (Lipschitzstetigkeit von coh(z) P(z))
Fs existiert eine Konstante C' > 0 unabhdngig von x,y mit

[coh(z) P(x) — coh(y) P(y)|| < C [|M(z) — M(y)]| (3.18)
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Mit Lemma 3.1 ist coh(x) P(x) Lipschitz-stetig.

(P(x) ist als Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert \(z) von M (x) defi-
niert (vgl. 8.5.1).)

Beweis:
Wir verwenden die Resultate (4.1),(4.2) und (4.3) aus [5], die wir zum Beweis der
Existenz der Losung zur Diffusionsgleichung auf Seite 56 vorgestellt haben.

Es gilt:
lcoh(x) P(x) — coh(y) P(y) (3.19)
< Jeoh() — coh(y)] || P@)I| + M) — ()] |P(z) — P(y)]
<o) - M)l (3.20)
+ @) = )] [1P@) = P + i) — )] [P) — )|
vel. (4.2)

< O[M(z) = M(y)ll + [M(x) = Aa(y)] [|P(x) = P(y)]l

Falls r := | A1 (z) — A2(y)| = 0 folgt die Behauptung,
andernfalls gilt mit (4.2),(4.3):

M) = Ayl [ P(z) = P(y)] (3.21)
< 7| P(2)P(y) = P(y)|| + rllP(x) P (y)l]

< r Z9)0() - My)] =201 M(w) - M)

Satz 3.3 (Existenz und Eindeutigkeit)
Sei (xo,90) € R x R* und

F(z,y) = Beoh(z)P(a)y + ysp(a) (3.22)

Dann existiert eine eindeutige Losung x € C'([0,T],IRY) des Anfangswertpro-
blems

T+ a(|z| —vo)i = F(x, 1) (3.23)

Beweis:

Die Aussage folgt nach [2], falls F'(z, y) Lipschitz-stetig ist (a(z—wvy)4 ist Lipschitz-
stetig fiir beschranktes ). Die Lipschitz-Stetigkeit von F' beziiglich y folgt aus
der Linearitét des zweiten Summanden, da coh(x)P(x) beschrankt ist.

Die Lipschitz-Stetigkeit beziiglich x folgt aus Lemma 3.1 und 3.2.



Kapitel 4

Wohlgestelltheit des
Diffusionsproblems

In diesem Kapitel werden wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung der im
letzten Kapitel vorgestellten partiellen Differentialgleichung (3.9) mit der in Ab-
schnitt 3.3.2 beschriebenen rechten Seite f. beweisen. Dazu werden wir zunéchst
die Lipschitz-Stetigkeit von D.(u) und f.(u) in der L*-Norm zeigen.

Wir beweisen die Existenz und Eindeutigkeit zunéchst fiir den Fall, dafy der Ex-
ponent n in den Formeln fiir lokale Masse, Schwerpunkt und Massenmoment den
Wert 1 annimmt. Fiir den allgemeinen Fall verweisen wir auf die Bemerkung 1
am Endes dieses Abschnitts.

4.1 Lipschitzstetigkeit von D.(u) und f.(u)

Im folgenden sei C' eine universelle Konstante.

Betrachten wir die Eigenwerte p;, ¢ = 1...d einer symmetrischen Matrix A, so
seien diese immer so numeriert, dafl sie mit absteigendem Betrag geordnet sind.
Zu einer Matrix A sei ||Al]y die 2-Norm auf R**? und ||A| die Operatornorm
zur 2-Norm auf R?. Die Kohérenz der Eigenwerte von A bezeichnen wir mit

coh(A) := 1 — o.
Sei vy ... v, eine Orthonormalbasis eines Unterraums des IR?. Die Projektion P
auf diesen Unterraum definieren wir durch Pz =) _._,  (v;, z)v;.

Sei X. := XB.(0) die charakteristische Funktion auf B.(0).

Q) sei die e-Umgebung von Q (vgl. Definition auf Seite 30).

95
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Resultate aus der Literatur:
Nach [5] erhalten wir folgende Aussagen:

1. Seien A, B zwei symmetrische Matrizen, (;(A)); Eigenwerte von A, (11,(B));
die Eigenwerte von B. Dann gilt:

max |p;(A) — p(B)| < |A = B (4.1)
2. Sei S(A) C {ui(A)}i, S(B) C {wi(B)}; mit dist(S(A),S(B)) = r > 0. Seien
P(A), P(B) die Projektionen auf die Eigenrdume zu S(A), S(B). Dann gilt fiir
die Operatornorm mit ¢ = 7:
c
I1PA)P(B)| < —~|A - Bl (4.2)
3. Da (P(A) + P(A)*)P(B) = P(B), gilt auch
c
IP(A)"P(B) = P(B)I| < —||A = BI| (4.3)

Wir beweisen zunéchst einige Abschiatzungen, die wir spiter benotigen.

Lemma 4.1 (Abschitzungen fiir sp;, M;;, p;(u), coh(M(u)))
Seiu € L*(Q). Es gilt:

HSpZ(U)HLOO < ¢ fUT' 7’7] = 172
| M;j(w)]| oo < 4e? firi,j=1,2 (4.4)
[l Lo < C firi=1,2 '
[coh(M (u))[lz= < C
wobei C' unabhdngig von u ist.
Beweis:
i) (20)] = iy Jo u(@) (@ — ch)xe(a — z0) de
< (=" = 2p)x:(2 — @o) > syimyrs Jo w(@) Xe(z — 20) dx
m(u) (o)
S Cntuos = €
My ) )| |
= b (@)@ — i — spi(ao)) (¢ — 7 — sp;(w0)xe(x — x0) da

<l — ) — spi(wo) |7 o0 paraidiols < 42



4.1. LIPSCHITZSTETIGKEIT VON D.(U) UND F.(U)

Punktweise gilt nun:

|2 ()] <

| (u)| =

[coh(u)] = |p(u) =

M) <C[Mu)] <C
pra(w)| < [

Lemma 4.2 (Abschitzungen fiir m(u), sp(u), M(u) und coh(u))
Seien u,v € L*(Q, R) beliebig, dann gilt fiir alle x € Q:

m(u)(z) —m(u)(z)] < Clu=v|
[spi(u) (@) = spi(v)(z)] < Cllu—vllz i=1...d
My (W)(@) = My()(@)] < Cllu—vlp ij=1...d
(Die Konstanten sind unabhingig von ) und
[M(u) = M(v)|[re < C [Ju— v
[[coh(M (u)) — coh(M (v))||z < C' [lu — 0|2
Beweis:
m(u)(z0) — | [ (ule) ~ v()xelo — o) da
s/u(u—vndxs 9 = ol
Q
spa(e)(e0) = spy(0)(wo)|
= |lmeers Jow@) (@ — zg)xe(z — o) dx
— s Jo v(@) (@ — 2p)xe(z — 20) da
S ’Tn(u)(lxo)-i-é — m(u)( 1950)+5\ |fQ u(@) (2’ — xj)xe(x — 20) do|
+ s Jo(u(@) —v(@))(@ — 2g)x-(z — o) dz|
< ml?féﬁ% ZZ?E?E +9) fsz u(z' — xp)xe(x — wo) d
+5llu = vllze [l (2" — 25)x=(z — 20) 12
< Hm(u)(zo) — m(w) (o) spi(u) (@) + 2 u o]
< Clu—wvlr
Mit
fij(u,v,w)(x, x0) ==
u)(x' — wh — spi(v) (w0)) (27 — 2 — sp;(w) (x0)) xe(x — o)

o7

(4.8)
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gilt:

| Mij(u) (o) — Mz’j(v)(aﬁo)\
= |m fQ w, u, u)(z, o) dr — mfﬂ fv,v,v)(x, z0) dr|

[m(u)(zo)—m(v)(zo0)|
(m(u)(zo)+9)(m(v) zo)+6)| fQ

|m| | Jo [ (u,u,u) (2, 20) — f(v,0,0) (2, 20) do|
= [m(u)(z0) — m(v)(wo)| 5 | Mij(u)(wo)|

+ m| fQ f(u,u,u)(x,xo) - f(U,U,U)(LU,Z’()) dI|

IN

u, u,u) dz|

+

Der ersten Term der rechten Seite ist mit Lemma 4.1 und der Abschétzung fiir
|m(u)(x) —m(v)(z)| kleiner gleich C' ||u—v||r2 Den zweiten schitzen wir wie folgt
ab:

]m fQ fu,u,u)(z, xo) — f(v,v,v)(x,x0) d|
< !m Jo flu, u,u) (2, z0) —
+ lmmieors Jo £ (0w u) (@, 20) —
+ |m Jo fv,v,u)(x, o) —

(

< Cllu—vll: |[(" — 25 — spi ) (2o)xe(w — wo)ll

<2s

(o — a — sp;(u)) (x0) xe (& — 20) |12

(.

~~

+ (llspilw) (o) = spi(w) () [z (27 = = spy(w) (o) xe( — 70)]
! = 2 = sp@)@oxele =l sp0) ) = spy(ao)lo)
oS Ja vX(T — 7o) d
<C flu vl

Es folgt || M (u)(z)—M (v)(x)||2 < C ||lu—v|| .2 fiir alle 2 und wegen der Aquivalenz
der Operatornorm zur 2-Norm und der Unabhéngigkeit der Konstante von z:
IM(w) = M) < C flu—vllz2.

(4.7) folgt mit (4.1). Fiir die Kohérenz gilt:

[[coh(u) — coh(v)]| =) < 11 (w) — g1 (V)| ooy + [lp2 () — p2(v) || Lo (@)
(1)
< 2[[M(u) — M(v)]| )

Lemmad.2

< Cllu — vl| 2
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Die Diffusionsmatrix D, (u) ist wie folgt definiert:

Definition 1

Seien Ey(u),Eq(u) die Figenrdume zu py(u) bzw. {pa(u) ... pa(u)}.
Seien P;(u) die Projektionen auf E;(u).

Wir definieren (punktweise)

1
pi(u) =1, jg(u) = 3 4.9
() =17 coh(M (v)) sl (49)
Dann gilt fir die oben definierte Diffusionsmatriz D.(u):
D.(u) = fin(u) Pr(u) + fiz(u) Py(u) (4.10)
Lemma 4.3 (Lipschitz-Stetigkeit von D.(u))
Seien u,v € L*(Q,R) N L>®(Q, R) mit ||u|p, ||v]|z> < ca-
Dann gilt
1. Punktweise fast tiberall :
|Ai(u) — @i(v)] < C flu— vl (4.11)
fi(u) — ()] < O pa(w) — pi(v)| (0 #5) (4.12)
2.
[1De(u) = De(v)| e < Cllu—vl| 2 (4.13)

Die Konstanten hdingen nur von ¢, ab.

Beweis:
In den folgenden Abschétzungen werden wir benutzen, daf§ nach der Faltungs-
abschatzung gilt:

sup [Vue ()| < C(0)[[uflee < Clo)ca (%)

€
1

1.Abschétzung fir |f(u), — fi(v)]:
Folgt sofort mit fi;(u) = fi1(v)
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coh(v) [V, 2|

|Vva|2) |)

|coh(v)| |VUU\2

60
2.Abschétzung fir |f(u)s — f(v)s:
Punktweise gilt:
|12 (u) — fia(v)| = . NuZ : Vg2
1+coh(u) HQU 1+coh(v) R;’
<4 L
- (l—l—coh(u)| UF)(I-I—Coh(u)M)
< € (jcoh(u) — coh(®)] Vi 2 + coh(v)] (|Vus ? —
L41,(x)
<O (lu=vll + (Vo) = (Voo)?))
< Cllu—vl|g2 + |Vue + Vo, | [Vu, — Vu,|)
(*)
< Cllu— vl 2
3.Abschétzung fiir |fi(u); — fu(v);], i # 5
Punktweise gilt:
nw) — fia(o)| = |1 - —W‘
1+coh(v)7
<z '
" <1+coh(v)| vol® )<1+ oh(v )'V”"|2)
()
< C'Jeoh(v)] = Clua(v) — pa(v)]
< C pa(uw) = pa ()| +C [pa(w) — p2(v)]
~

Die Abschétzung fur |fiz(u)

— fi1(v)| folgt mit Vertauschen von u und v.

Die rechten Seiten der Abschétzungen sind unabhéngig von x.

2.
Punktweise gilt:

[ De(u) — Zuz Pv) + Po(v))
Z | (w ()] 1£i () P; (v)]]
<C Z lu=vllzz (B B@)]+C > lmw)
1=1,2 S 1,7=1,2, j#i

—fi(v) (Pr(u) + Py(u)) Pi(v)

=1

— w3 (V)] [ Pi(u) P (v)]
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Falls p;(u) — pj(v) = 0 folgt die Behauptung.
Falls fiir feste Indizes i # j r := |p;(u) — pj(v)| > 0, so gilt

i) = pi ()] [[Pi(w) P ()] < C pi(u) — p;(v))] %HM(U)—M(U)H
< Cllu—vlg

Da die Konstanten ebenfalls von x unabhéngig sind, folgt die Behauptung.

O
Lemma 4.4 (Lipschitzstetigkeit von f.(u))
Es existiert eine Konstante C > 0, so daf fiir alle u,v € L*(Q,[0,1]) gilt:
1fe(w) = fe()ll> < Cllu = vl| 2 (4.14)

Beweis:

Die rechte Seite der Differentialgleichung 3.9 hat die Gestalt

fe(u)(x) = fi(u(z)) + fa(coh(u)(x)), wobei fi, fo beschréankt und Lipschitz-stetig
bzgl. u(z) bzw. coh(u)(x) sind. u(z) und coh(u)(x) sind fast iiberall beschrankt.

Es gilt daher punktweise fast iiberal

[fe(u)(z) = f(u) ()] < [fa(u(x))(fa(coh(u)(x)) — fa(coh(v)(x)))]
+[(f1(u(2)) = fr(v(2))) f2(coh(v)(x))]
< Clu(z) —v(z)| + C|coh(u)(x) — coh(v)(x)]|

Nach Lemma 4.2 gilt:
lcoh(u)(z) — coh(v)(2)]|re < Cllu —v]| 2
und daher
[fe(u)(@) = fe(v)(@)] < Clu(z) —v(z)] + Cllu — ]|
Mit (a + b)* < 2a® + 2b? folgt

/ @) — fw)fde < C / fu — vf2d + Cllu — ]2
Q Q

< Cllu—vllz
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4.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Fiir den Beweis der Existenz benttigen wir noch ein Resultat aus der Funktio-
nalanalysis.

Wir definieren zu einem u € L*(0,T; H?(f2)) die verallgemeinerte Zeitableitung
44 als das Element des Raumes L(0,T; H~"*(Q)), fiir das gilt:

[ oty de=— [ w0 oo at

fiir alle ¢ € C3°(0,7;R) und v € H“?(2)). Dabei sei ¢/(t) = 0,0(t).

Definition 2 Der Raum W(0,T)
Zu'T >0 sei W(0,T) definiert durch

d
W(0,T) := {w € L*(0,T; H*(Q)), d—f

€ L*(0,T; H—M(Q))} :
W(0,T) ist mit der Norm
dw
lwllw = llwllz2orsma@) + |- 201200

ein Banach-Raum [15].

Lemma 4.5
Es emistiert eine kompakte Einbettung von W(0,T) in L*(0,T; L*()).

Beweis:
Nach [13] existieren stetige Einbettungen von W (0,T) nach C([0,T], H '*(Q))
und C([0,T], L*(Q2)), d.h. es existiert eine Konstante K, so daf

sup |lu(t)|lg120) < Klu|lw (4.15)
0<t<T

sup lu(t)[|lz2(2) < Klullw (4.16)
0<t<T

Desweiteren gilt fiir alle s, ¢ € [0, 7] die folgende Gleichung:

5 (lu@)1F2 = llu(s)l132) = [ (' (7), u(r)) dr (4.17)

Diese Gleichung wird in [13] bewiesen, in dem uw € W(0,7T") durch eine Folge von
Funktionen u,, € C'([0,T], H“*(Q2)) mit u,, — u in der ||.|[w-Norm approximiert
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(CY([0,T], H**(Q)) liegt dicht in W (0,T)) und zum Grenziibergang iibergeht.

Aus (4.17) erhalt man

lut + ) — u(®22 < [t +)[2 - Ju(®)]]

< 2 [ 1%ua lulls

< 2Kulw [ 1l (4.18)
0

< 2K sllullwllullzormae

< Ks (lullw + [[ull20,rm2) < Cs llullw

und damit fiir festes s > 0

T
/ lu(t + 5) — u(®)|[2s dt (4.19)
0
< Csllullw +/ [u(®)][F2 di < C'sllullw
[0,s]U[T—s,T]

wobei u(t) auf [T, T + s] durch null fortgesetzt sei.

Sei X eine beschrénkte Teilmenge von W (0,T"). Wir beweisen die Prakompakt-
heit von X in L*([0,T]; L*(Q)), in dem wir zeigen, daB zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so daB X in einer e-Umgebung um eine prikompakte Menge X5 von
Treppenfunktionen mit Werten in H%(Q) liegt.

Wiéhle mit N € IN und § := 4 eine Zerlegung des Intervals [0, 77 in Teilintervale
I; :=[id, (i+1)0) mit i = 0. N 1. Zuvue X deﬁnleren wir eine Treppenfunktlon
ug, die konstant auf jedem der I ist. Sei dazu v; := 5 f] )dsfiri=0...N—1,

also v; € H"?(Q). Wir definieren nun us durch us(t) := Z Xz, (t)v;
Dann gilt fiir ¢ € I; C [0,7] mit geeignetem i

lus(t) — u(t)|z = Ha Ji, uls) — u(t) ds||7.
<;il HU u(®)17: dS (4.20)
< 325 lu(t + ) —u(t)|?: ds

Mit (4.19) folgt nun

/0 lus(t) — u(t) |2, dt

L [Tt + ) — u(t)]|2, dt ds (4.21)
L Cllullw [*5s ds = Cllullws

IN

IN
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2

Wir wahlen nun 6 < =—. Dann gilt also ||us — u||r2(12) < . Mit Xy := {us|u €
Cllullw (L3

X} folgt also X C B.(Xj5) bzgl. der L?(0,T; L?(2))-Norm.

Wir zeigen nun, daB X; prakompakt ist, in dem wir eine Uberdeckung durch
endlich viele é-Kugeln zu beliebigem £ > 0 konstruieren. Es gilt

lilldpe < L[ u(s)]3e ds (4.22)
< L u(s) 30 ds < § = R

Die Funktionen ||v;|| liegen also in BE"*(0) ¢ H'2(Q), wobei wir die durch
die H'2-Norm induzierte Metrik verwenden. Nach dem Satz von Rellich ist die
Einbettung von H2(Q) nach L?(Q) kompakt, also ist BE"*(0) prikompakt in
L?(2). Daher existieren zu beliebigem r > 0 Funktionen wy . .. w,, in L*(), so
daf gilt:

By (0)c |J BF(w) (4.23)

7=0...m

Zu v; sei die Funktion wj; so gewshlt, daB v; € BL (wy;) liegt. Wir setzen w(t) :=
Y ico. N X1, (H)wj;. Dann gilt

/[ s~ @l = D7 5wl (4.24)
07

i=0...N
< Z Sr2<Tr?
T

0<i< 5

Wir wihlen nun r < +&T. Dann liegt jedes us in Bz(w) C L*(0,T; L*(Q)). Da
die Anzahl der moglichen Funktionen w endlich ist, folgt die Prakompaktheit von
Xs.

Wir kommen nun zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit.

Satz 4.6 FExistenz und Eindeutigkeit
Zu ug € L>®(Q) ewistiert eine schwache Lisung u € L*((0,T], H“*()) folgender
Differentialgleichung:

Ou — div(De(u)Vu) = fo(u) auf (0,T] x Q
u(0) U in Q (4.25)
< D.(u)Vu,n > 0 auf [0, T] x 09
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Beweis (n = 1,vgl. Bemerkung 1):

1.Existenz:
Wir gehen analog zu [9] vor. Wir betrachten den Hilbertraum

W(0,T) := {w € L*(0,T; H*(Q)), ‘%’

e [X(0,T: H—“(m)} ,

versehen mit der Norm ||w|lw := ||w|| r2(0,m;m12(0)) + ||(2_1:||L2(0,T;H112(Q)/)-
Sei w € W(0,T) N L*(0, T, L*(Q)) , so da
||w||L°°(0,T;L°°(Q)) <cg:=1

Mit P, bezeichnen das Problem

Yo € HY(Q) fii. in [0,7) :

(v, Byu(t) /Vv ():Lvﬁm) (4.26)
u(0) =

Da w € L>(0,T;L>(12)), existiert eine Konstante ¢y, die nur von G, und ¢
abhingt, so dafl [VG, xw|? < ¢, gilt, und eine Konstante s unabhiingig von w, so
dafl |coh(u)||p~ < s gilt. Sei v := ﬁ Fiir die Eigenwerte (fi;)i=1..q von D_(u)

K2

gilt dann
f; > v i in (0,7) x Q (4.27)

Nach Resultaten aus der Theorie linearer parabolischer Differentialgleichungen
existiert eine eindeutige Losung U(w) in W(0,T") mit

U (w) || 20,7112 (0)) < €2 (4.28)

d
||EU(U})HL2(O7T;H71,2(Q)) <c3 (4.29)

¢, c3 sind unabhéngig von w. (Hierbei nutzen wir aus, daB || D (w)|| zoo([o,77,2¢())
und || f(w)| Lo (jo,7],¢0()) unabhéngig von wu abgeschitzt werden kénnen.) Die
rechte Seite der Differentialgleichung ist so gewéhlt, dafl fiir beliebiges = € ()
f(u)(x) =0 gilt, falls u(z) ¢ (0,1). Daher gilt nach dem Maximumsprinzip

U (w)| oo om0y < 1 =11 (4.30)
Wir fiithren nun eine Untermenge W, von W (0,7T) ein:

Wy = { w e W(07T)|||wHL2(O,T;H1’2(Q)) < cg,
lw]| Lo (0,75100 (02)) < €5 (4.31)
15 207120 < €5, w(0) =uo }
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U ist Abbildung von W, nach W,. Wir wollen den Fixpunktsatz von Schauder
anwenden, Wy ist konvex, nicht leer und ein schwach kompakter Unterraum von
W(0,T). Wir zeigen, dafl U schwach stetig ist. Da W (0,7) nach Lemma 4.5
kompakt in L*(0,T; L*(2)) eingebettet ist, sind die Voraussetzungen des Fix-
punktsatzes erfiillt und es existiert ein u € Wy, so daBl u = U(u), d.h. u ist
Losung der Differentialgleichung (4.25).

Beweis der Stetigkeit:

Sei (w;) eine Folge in W), die schwach gegen ein w € W, konvergiert.

Sei u; := U(w;). Mit den obigen Schranken existiert eine Teilfolge, ebenfalls mit
(w;) bezeichnet, so daf:

u; — win L*(0,T; H*(Q)) (4.32)
du; N du . 4 12

L~ Slin L0, T3 H (@) (4.33)
duj  Ou 9 9 .

oz, ﬁxz in L5(0,7; L*(%2)), i=1...d (4.34)

Wegen der Kompaktheit von W (0,7T) in L*(0,T; L*(Q)) (4.5) existiert eine wei-
tere Teilfolge (w,), so daB:

lw;(t) — w(t)|| 2@y — O fast tiberall in (0,7T) (4.35)
l|u;(t) — u(t)| L2y — O fast tiberall in (0,7) (4.36)

und damit nach Lemma 4.3 und 4.4

1Dz (u;(t)) = De(u(t
2 (u (8)) = fe(u(?))

Mit der Beschranktheit der w;(t),u;(t), D(u;), f(u;) folgt nach dem Lebesgue-
Konvergenzsatz die Konvergenz von D.(u); und f.(u;) in L*(0,T; L*(Q2)) Wir
kénnen also in (4.26) den Grenziibergang durchfithren und erhalten u = U(w).
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung zu P,, konvergiert die ganze Folge schwach
gegen u = U(w).

Offensichtlich gilt auch ||u|, . L) < ¢y, also u € W.

2.Eindeutigkeit:

Seien u, 4 zwei Losungen der Differentialgleichung (4.25) zum selben Anfangswert
Ug-

)|)HL2 fast tiberall in (0,7) (4.37)

|2 fast iiberall in (0,7)

Fiir beliebige Testfunktion ¢ € H"?(Q) und fast alle ¢ in [0, 7| gilt dann

(9, 0yu(t) — div(D(u(t))Vu(t)) = (¢, fo(u(t))) (De(u(t))Vu(t), N) =0
(9, 0rta(t) — div(D:(a(t))Vu(t))) = (¢, fo(a(t)) (De(a(t))Va(t), N) =0
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Daraus erhalt man

(9, 0,(u(t) — a(t)) — div[D:(u(?))(Vu(t) — Va(t))]) (4.38)
= (&, div[(D:(u(t)) — De(a())Va(t)] + f-(u(t)) — fe(a(t)))

Als Testfunktion wiirden wir nun gerne ¢ := u(t) — a(t) wihlen. Diese Funktion
liegt jedoch nicht in H2(0,T; H*(Q)). Wir werden den Beweis der Eindeutigkeit
formal mit dieser Testfunktion fithren. Durch Einsetzen von ¢ in (4.38) erhalt
man:

1d

2 dt
< [1D=(@(®)) = De(a(t)) | oo @ [Va(t) | 2 [ Va(t) = Va(t)|| 2 )

(
HlIfe @) = fe(@®))l| 2@ lut) — at)| 2 @)

Mit Lemma 4.3 und 4.4 folgt:

= ([a(t) — a(t)llZ2) + VIIVEE) — Vi) |12 (4.39)

1d .

5 77 (8(0) = @) I720)) + VIVE(E) = Va(t)720) (4.40)
< Cu(t) = a(@) | 2@ I Va)l 20| Va(t) — Va(t) | e

+C at) — ()70

Y oungscheUngl.

<20 () — (1) | VD ey
+ Y| vVa(t) — Va()| +CHu() W70

Also

@I

d
o
<iC|m

(t) — ()l 72(0)) (4.41)
() = a7 IVE) 20 + C la(t) — at) 720

Daraus folgt mit %(0) = %(0) und dem Gronwall-Lemma

[u(t) — @)l 20,1220 = 0

Eine zulassige Testfunktion erhélt man wie folgt:

Man wihlt zu beliebigem § > 0 eine Zerlegung des Intervalls [0,7] in Teil-
intervale I = 16, (z + 1)5] mit ¢ = 0...% — 1 und setzen ¢|;, := konst. =
Iy al € H"?(I;; H**(Q)). Durch Einsetzen in (4.38) lassen
ahnhche zeltdlskrete Abschatzungen wie im formalen Beweis erbringen. Ein dis-
kretes Gronwall-Argument liefert dann ||a(t) — a(t)|| = 0.
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Bemerkung 1 Beweis im Falln > 1

Im FExistenzbeweis hatten wir den Raum Wy so definiert, dafS fir alle uw € Wy
||l Lo o,r1x0) < 1 gilt. Die in Lemma 4.2 und 4.1 formulierten Abschitzungen
lassen sich analog fiir den Fall n > 1 herleiten, da wir fir u,v € Wy Terme

der Form [,u"...dx durch ||u"""||~orixq) JoU---dz und Terme der Form
Jo(u™ —v") .. dx durch

n max{||ul|=(o,rx9), V|0 } Jo(u —v) ... dz abschitzen kinnen.



Kapitel 5

Implementierung

5.1 Gitter

Seien Pp, Py : 03P — R? zwei auf das Gebiet Q3P ecingeschrinkte orthogonale
Projektionen. Der Winkel o € (0, ) zwischen beiden Projektionsrichtungen sei
bekannt. Nach Wahl des 3D-Koordinatensystems konnen wir annehmen, daf§ die
P; folgende Gestalt haben:

Pi(z,y,z) = (z,2)
Py(x,y,2z) = (cos(a)x + sin(a)y, 2)
Abbildung 5.1 zeigt die Anordnung der Projektionsrichtungen.
Ly @
X

o, /

Abbildung 5.1: Anordnung der Kameras

Wir wollen annehmen, dafl Q3” durch die beiden Projektionen auf rechteckige
Gebiete €; abgebildet wird. Die Abmessungen beider Rechtecke €); seien gleich:
Q; =10,a] x [0,b],i = 1,2 mit a,b > 0.

03P ist daher ein Parallelepiped mit senkrecht auf der Grundfliiche stehenden
Kanten (Abb. 5.2). Die Eckpunkte p; ... ps des Parallelepipeds sind

69
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Kameral

Kamera 2

Abbildung 5.2: Das Gebiet Q3P

p o= A(0,0,0) — (0,0,0)

Py = A(a,0,0) = (a,—a cot(a),0)

p3 = A(a,a,0) = (a, (Sin(a)—cot(a)),())
m o= 4(0,4,0) (0, 5.0)

pi = pi—a+(0,0,0) firi=5...8
wobei A die in 3.5.2 vorgestellte Matrix ist.

Die zweidimensionalen Gebiete versehen wir nun mit gleichméfligen Gittern mit
einer gitterunabhéngigen Zahl N+1 an Gitterpunkten in jede Richtung. Seien
h, := a/N,k = 1,2 und h, := b/N. Die Gitterpunkte sind also durch Gj =
{(ihe,j hy,) € R?i,j € {0...N}},k = 1,2 gegeben.

Sei

Vh(Qk) =
{f € C°(,)|f|g ist Polynom 1.Gerades fiir jede Gitterzelle E von G}

Die vorliegenden DN A-Bilder interpretieren wir nun als stetige Funktionen u, k =
1,2 auf Q, indem wir die auf das Intervall [0, 1] skalierten Grauwerte der Pixel
den einzelnen Gitterpunkten zuordnen und die zu diesen Gitterpunkten eindeutig
bestimmte Funktion aus V},(£2;) wéhlen.

Aus den zweidimensionalen Gittern konstruieren wir nun ein dreidimensionales
Gitter auf Q3P dessen Gitterpunkte durch die Projektionen Py, P, auf die Git-
terpunkte der beiden 2D-Gitter abgebildet werden: Sei G die Menge der Gitter-
punkte

G:= {$ijk|P1 (l‘ijk) = l’}j, P2($ijk) = xzj}i,j,ké{o...N}
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wobei xf’] die Koordinaten der Gitterpunkte von G}, bezeichnet.
Ein Gitterpunkt z;;; € G besitzt dementsprechend die Koordinaten

A(ihg,y j hyyihy)"
Abb.5.3 zeigt das dreidimensionale Gitter.

Die Koordinaten A~'x eines Punktes x € 3" bezeichnen wir im folgenden als
die Gitterkoordinaten. Die in Abschnitt 3.5.2 vorgestellte Tensormetrik entspricht
also der kanonischen Metrik der Gitterkoordinaten. Die Gitterzellen bezeichnen
wir mit E;,2 = 1... Nzeyen, ihre Mittelpunkte mit z;,¢2 = 1... Nzeyen.

Abbildung 5.3: Das dreidimensionale Gitter

Sei

Vi(Q3P) =
{f € CO%B3P)| f|g ist Polynom 1.Gerades fiir jede Gitterzelle E von G}

5.2 Num. Verfahren zur Losung der Diffusions-
gleichung
Mit Hilfe des Diffusionsprozesses sollen, wie in Abschnitt 3.1.2 dargelegt, die Ste-

reobilder vorgeglattet werden. Wir beschréanken uns daher bei der Beschreibung
des numerischen Verfahrens auf den Fall d = 2.
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5.2.1 Zeitdiskretisierung

Betrachten wir die schwache Formulierung der Differentialgleichung (3.9):
Problem (P):
Zu ug € L>®(Q) ist u € L*((0,T], H"?(Q)) gesucht, so daB gilt:

(w, Ou) — (Vw, D (u)Vu) = (w, f-(u)) auf (0,7] x Q Yw € H**(Q)
u(0) = Ug f.ii. in
< D.(u)Vu,n > = 0 f.i. auf [0,7] x 00
(5.1)

mit D.(u), fo(u) wie in 3.3 definiert.

Seien N € N und 7 :=T/N.

Wir wollen das Problem (P) ndherungsweise fiir die Zeitpunkte t,, := n-7,n =
1... N l6sen. Dazu ersetzen wir die Zeitableitung durch einen Riickwértsdifferen-
zenquotienten. Die Nichtlinearitdt wird aufgelost, indem die Terme D.(u) und
fe(u) zum zuletzt berechneten Zeitpunkt ausgewertet werden. Das Verfahren ist
somit semi-implizit.

Setze u° := uy.
Wir erhalten eine Folge {u"}o<n<ny € HY?(Q) durch sukzessives Losen der fol-
genden Differentialgleichung:

Problem (PT7)
Zu gegeben u",n > 0 ist vt € H'(Q) gesucht, so daB fiir alle w € H"?(Q)
gilt:

(w, v + 7(Vw, D.(u")Vu") = (w,u" + 71 f.(u")) (5.2)

Bemerkung:
Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu (P7) ist durch den Satz von
Lax-Milgram [1] gesichert.

5.2.2 Ortsdiskretisierung mittels FE-Methode

Mit Hilfe des Finite-Elemente-Ansatzes werden wir das Problem (P7) auf einem
endlich-dimensionalen Unterraum V;, € H%2(£2) 16sen.

Durch das in 5.1 vorgestellte Gitter erhalten wir eine regulire Zerlegung

Uizt .~y B = Q des Gebiets (2 in kleine Rechtecke E;. Sei h > 0 die maximale
Gitterweite. Setze Tp, := {E; }ic1.. Ny
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Definiere
Vi = Vi(Q,Tp) := {v € C°Q)| v|g, ist Polynom 1. Grades VE; € 7;,}

(Wir werden spéter neben 7, andere Triangulierungen verwenden.)

Dann bildet V;, mit der H'*-Norm einen Unterraum von H?(2). Es gilt zudem
Vi, C CO(Q)

Sei I, : H?(Q)) — V}, die Projektion auf den Unterraum.

Sei N (73,) := {z;};=1..n, die Menge der Eckpunkte der {E;}i=1. n,, die wir im
folgenden auch als Knoten bezeichnen. v € V), ist eindeutig bestimmt durch Vor-
gabe der Werte v(z;),j € {1... Nk}

Zui € {1...Ng} sei ¢; € V}, definiert durch ¢;(z;) := 9;; fiir alle j = 1... Ng.
{¢:}iz1..ny ist somit Basis des V.

Beim Losen des Problems (P7) beschrinken wir uns nun auf V}, als Losungs-
und Testraum. Da die Differentialgleichung linear beziiglich der Testfunktion ist,
reicht es aus, mit den Basisfunktionen zu testen.

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir die Einsteinsche Summenkonven-
tion, die besagt, daBl iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.

Wir approximieren u",n > 0 durch uj := Il,u"™ =: U ¢; mit geeignetem Vektor
(Uln)z € IRNK .

Den Term D.(u™) ersetzen wir durch eine Treppenfunktion D, ,(U®;), Di|p =
konst. fir alle E € 7T;,. Auf die Wahl dieser Approximation werden im n#chsten
Abschnitt eingehen. Den Term f.(u") ersetzen wir durch f. ,(u}}) := H fo(u}}) =:
EM ¢; mit (F); € RV%.

Wir erhalten dann folgendes Gleichungssystem:
Problem (P]):

Zu gegebenem (U"); € RN* suche (U™); € RM* so daf fiir alle j = 1... Ng
gilt:

(05, 0:) U + 7(V s, Den(Up o) Vi) UM = (¢, i) (U + 7 F') (5.3

)
Wir definieren nun die globale Massematrix M € RNV durch M;; := (¢4, ¢;)
und L(V) € RN**N< durch Li;(V) := (Véy, Do, (Vigr)V;) fiir beliebiges V €
RV% . Dadurch erhalten wir folgende kompakte Formulierung:

MU + 7 L(UMU™ = M(U™ + 7F") (5.4)
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wobei U™ und F™ die Vektoren (U}*); und (F}"); bezeichnen.

Die Matrizen M und L sind durch Integrale iiber €2 definiert. Da eine Basisfunk-
tion ¢ den Tréager T; := {E € Tp|x; € E} besitzt, beschréankt sich die Integration
bei der Berechnung von M;; und L;; auf das Gebiet T;NT; = {E € T |x;,x; € E}.
Da T; N T; = 0 ist, falls z;, z; zu keinem gemeinsamen Rechteck gehéren, sind
die Matrizen diinn besetzt. Zur Berechnung der Matrizen durch numerische In-
tegration sowie das Verwenden gelumpter Massen verweisen wir auf die Literatur.

5.2.3 Approximation der Diffusionsmatrix

Definition der Treppenfunktion D, ),

Sei w € V}, beliebig. Wir wollen eine Treppenfunktion D, j(w) definieren,

D, p(w)|g, = konst., so dai D, p(w)(x) — D(w)(x) fir h — 0 in jedem Punkt
x € Q. Seien z; € () die Mittelpunkte der F; € 7.

Betrachten wir ein festes Rechteck E mit Mittelpunkt z.

O.B.d.A. habe E den Mittelpunkt z = (0,0) , die Seitenléngen h,, h, und folgen-
de Eckpunkte e; ...ey:

o= (k)
0= (% K
o= (5 )

Wir berechnen nun ndherungsweise die lokale Masse my(w), den Schwerpunkt
spp(w) und das Massenmoment M (w) im Punkt z, indem wir in den For-
meln fiir die lokale Masse, Schwerpunkt und Massenmoment aus Abschnitt 3.2
die Integration iiber B.(0) durch eine endliche Summe iiber alle Gitterpunkte
By(z) = {xj| ||x; — z||]2 < e} mit geeigneten Gewichten ersetzen.

Die Elemente der Triangulierung sind kongruent mit Flicheninhalt area(£) =
konst. = hy h,. Als Gewichte wihlen wir area(E). (Dies entspricht der Schwer-
punktsintegration iiber ein versetztes Gitter, zu dem die bisherigen Knoten die
Elementmitten darstellen.) Nach Ubergang von 6 zu 6 := m 148t sich area(E)
kiirzen. Wir erhalten:

mh(’z) = ZzEBh(z) wn(x) dx
spp(z) = m erBh(z) w(x) - (x —z) dz
My(z) = m >ven (W' (@) (T — 2 = spp(2)) @ (x — 2 — spa(2)) d

Zu Definition von B, verwenden wir die 2-Norm statt der oo-Norm, die zwar
leichter zu implementieren wére, aber aufgrund der quadratischen Form des In-
tegrationsgebiets zu Artefakten in den Funktionen fiithren.
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Die Eigenwerte von M, =: ( ZH ZIQ ) sind, falls a15 = ag; # 0 ist, durch
21 Q22

1
Ay = 3 (an + ag + \/(an —a)? + 46@) (5.5)

zu den Eigenvektoren v} | v mit

2a
h 12

0 5.6
all ( (a2 — a11 + /(a11 — an)? + 4al, ) # (5:6)

gegeben. Ist M Diagonalmatrix, so ist die Bestimmung der Eigenwerte und -
vektoren trivial.

Wir definieren D, j(w)(z) im Mittelpunkt z durch Vorgabe der Eigenvektoren
vl B zu den Eigenwerten 11 (2) := 1 und ny(2), wobei ny(2) &~ g(coh(w)|Vwy(2)|?)

noch geeignet bestimmt werden muf.

Sei dazu w eine Approximation von w,. Die Wahl von @ beschreiben wir am
Ende dieses Abschnitts. Zur Approximation der ersten Ableitungen in z— und
y—Richtung verwenden wir Differenzenquotienten:

D, w(z) := i ((w(e1) +w(eq)) — (w(eg) + w(e
Dyi(z) = 55 ((@(es) + w(e2)) — (W(eo) + (e )))

Wir approximieren den Gradienten von w durch
_+_{ Dyw(z)
Vy(z) == ( Dy (=) >
und setzen 15(z) := g(coh(w)|Vy(2)[?)
Somit ist die Diffusionsmatrix D, auf den Elementmitten definiert. Wir setzen

sie auf ganz F konstant fort.
Es gilt offensichtlich D, j(w) — D.(w) punktweise fiir h — oo.

Es ist nicht notig, die Matrix D, ,(w)(2) explizit aufzustellen. Wir setzen v =
1)
U(Q) := vl und 7,7, elementweise konstant fort und erhalten so Treppen-

funktionen auf (2.
Die Matrix L;;(w), w € V} berechnen wir wie folgt:

> Ligw)



76 KAPITEL 5. IMPLEMENTIERUNG

L (w) / VoD, p(w)Ve;dx

[ TP (Vo 00 + (V0= (V5 - 0)o) o

Projektion von V¢; auf die Eigenrdume zu 11 und 72

- /E (V6 0)(Voy - v) + 1a(Voy - V5 — (Vér - v) (V5 - v))
- /E (11— 1) (Vi - 0)(V; - 0) + (Vi - Vi)

= (m —n) (bzljl( )) +b12 Wy +522( (2))2) +772I~fij

mit

b= [y Ve Ve

by = JoV ¢<1 Vo, 2>+V¢<2>V¢
Jo V&V d

Hierbei seien v¢§ ,k = 1,2 die Komponenten von V¢,. L;; ist die aus der Li-
teratur bekannte globale Stelﬁgkeltsmatrlx. Die Matrizen b}}, b;?, b;7 bezeichnen
wir ebenfalls als globale Matrizen (vgl. den folgenden Abschnitt “Lokale Matri-

zen”).

Numerische Vorgliattung

Zur Berechnung der Treppenfunktion D, j(w) bendtigen wir noch eine Approxi-
mation w von w,. Wir bestimmen diese Approximation, in dem wir numerisch
die zugehorige Differentialgleichung zur Zeit T' = 1 losen:

Sei W0 € RY* so gewihlt, dal w = WP¢y, gilt. Zu beliebigem N € N und 7 = +
bestimmen wir iterativ die Losung W € RM<, n = 1...N des Gleichungssy-
stems

(Mij -+ Tf/ij)mn+l = MijW]n

und setzen W := W ¢y

5.2.4 Lokale Matrizen

Die globalen Matrizen M, b;j,b;7, b7 und L;; hingen nur von der Geometrie des
Gitters ab, sie brauchen also nur einmal berechnet zu werden. Die Integration
erfolgt elementweise und kann nach der Transformationsregel auf Integration auf
das Referenzelement £ := [0,1] x [0, 1] zuriickgefiihrt werden.

Wir definieren zu den Basisfunktionen von V;,(E, {E}) die lokalen Matrizen
M;;, b 12 b2, L;; wie oben.

©j> Yig o Yig o Yigo
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Die Berechnung einer globalen Matrix 148t sich nun auf eine Summierung der Ein-
trage der entsprechenden lokalen Matrix mit geeigneten Faktoren zuriickfiihren.
Zur ausfiihrlichen Erlduterung verweisen wir auf [6],[19].

5.2.5 Berechnung des Matrixproduktes

Bei der Anwendung unseres Verfahrens arbeiten wir in der Regel mit 257 x 257
Gitterpunkten, also ca. 66000 Unbekannten des Gleichungssystems (5.1). Die Ma-
trix M 4 7L ist, wie oben dargelegt, diinn besetzt; sie besitzt etwa 600000 von null
verschiedene Eintrége. Da sich diese Eintrége leicht aus den Eintrdgen der lokalen
Matrizen berechnen lassen, ist eine Speicherung der einer solchen Matrix nicht
sinnvoll. (Bei der Implementierung des Diffusionsmodells in 3D ist aufgrund der
groflen Zahl an Unbekannten ein sparsamer Gebrauch des Speicherplatzes wich-
tig. Da wir uns auf die Implementierung in 2D konzentrieren, gehen wir auf diese
Schwierigkeiten nicht genauer ein.)

Wir umgehen das Speichern der Matrix, indem wir ein iteratives Verfahren zur
Losung des Gleichungssystems, hier ist es das Konjugierte-Gradienten-Verfahren,
verwenden, das keine explizite Darstellung der Matrix, sondern lediglich das
Matrix-Vektor-Produkt zu beliebigen Vektoren bendtigt.

Die Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts erfolgt in unserem Verfahren “on-
the-fly”, d.h. durch einen Durchlauf iiber alle Gitterelemente. Bei jedem Durch-
lauf werden die Eintrage der Matrix neu ermittelt. Dafl die Matrizen diinn besetzt
sind, ist dabei von groflem Vorteil fiir die Berechnungsdauer.

Wir beschreiben die “On-the-fly”-Berechnung am Beispiel der Massenmatrix. Zu
E € T, mit den Kantenléngen h,, h, definieren wir die Matrix M := [ ¢:i¢; da
mit acht von null verschiedenen Eintréigen, die sich durch Skalierung der Eintrége
der lokalen Matrix mit dem Faktor h, h, ergibt.

(Hierbei ist auf die richtige Identifizierung der global numerierten Knoten von £
mit den lokal numerierten Knoten von E zu achten.)

Es gilt:
aaon =3 (S0 ) s S0
J E E j
Nun machen wir uns zunutze, daf zu festem £ Mg = 0 gilt, falls z; € . Es gilt
also

(Muv); = (Y Mfv)

E jax;€EE
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In die &uBlere Summe gehen jedoch nur die Rechtecke E ein, fiir die z; € F gilt.
Die Berechnung des Matrixprodukts kann also durch folgenden Algorithmus er-
folgen:

Initialisiere Vektor ((Mwv);)i=1. N, mit O.

Durchlaufe alle F €7

Durchlaufe die vier Knoten x; € F
Durchlaufe die vier Knoten z; €
(Mv); = (Mv); + M v;

Die Berechnung der iibrigen globalen Matrizen erfolgt analog. Die Eintrage der
Matrizen berechnen sich aus den entsprechend der Transformationsregel skalier-
ten Eintrdgen der lokalen Matrizen.

5.2.6 Loser

Wir verwenden das Konjugierte-Gradienten-Verfahren. Fiir Details verweisen wir
auf [19]]20].

5.2.7 Adaptivitit

Triangulierung

Um die Effizienz des Losungsverfahrens zu steigern, gehen wir von der bisher
beschriebenen Triangulierung zu einer adaptiven Triangulierung iiber. Da die
Ausgangsdaten diskret vorliegen, ist eine grundlegende Triangulierung gegeben,
die nicht weiter verfeinert werden soll. Vielmehr konnen wir durch Vergréberung
dieser Triangulierung an geeigneten Stellen die Zahl der Unbekannten reduzieren,
ohne die wichtigen Strukturen in €2 zu verlieren.

Die Aufstellung eines adaptiven Gitters erfolgt gemafl [19], wir fassen die wich-
tigsten Punkte im folgenden zusammen:

Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, daf§ 2 quadratisch mit Sei-
tenldngen hg ist. Die grundlegende Triangulierung sei durch ein gleichméafiges
Gitter mit 2N + 1 Knoten in jede Richtung gegeben.

Zunéchst beschreiben wir den rekursiven Aufbau der grundlegenden Triangulie-
rung. Ausgehend von einer Makrotriangulierung 771% verfeinern wir jedes Qua-
drat E mit Seitenldnge h; einer Triangulierung ’2;10 durch vier Teilquadrate der
Seitenldnge h; 1 = % und erhalten so eine neue Triangulierung ’ZZE mit dem
Verfeinerungslevel ¢ + 1. Mit Verfeinerungslevel N erhalten wir die grundlegende

Triangulierung ’Z;L]x . Im folgenden sei 7% := 7;111

Adaptivitdt erreichen wir nun, indem die Verfeinerung durch ein Stoppkriterium
S steuern: Ein Element £ € 7,7 < N wird nur dann weiter verfeinert, falls eine
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Aussage S(E) nicht wahr ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Triangulierung
Ts. Abb. 5.4 zeigt ein Beispiel fiir eine adaptive Triangulierung.

iumm
Fete] | e
T o
= i
ﬁ17 ‘ | 71%
T T T
pikasy Bt
B EEH Bt Mo
FEEH 1T e H T e
EH Hif HH B
£H e

£
=

Eiene

L]

Abbildung 5.4: Beispiel fiir ein adaptives Gitter

Das Stoppkriterium werden wir in Abhéngigkeit von der zuletzt berechneten
Losung up = Uj'¢r wahlen, wir erhalten somit fiir jeden Zeitschritt ein neues
adaptives Gitter.

Hiangende Knoten

In einem nichtadaptiven Gitter ist jeder Knoten Eckpunkt der angrenzenden Ele-
mente. Bei einem wie oben konstruierten adaptiven Gitter sind Knoten auf einer
Kante zwischen zwei Elementen E;, E5 unterschiedlichen Levels keine Eckpunkte
des groberen Elements. Solche Knoten nennen wir hdngende Knoten, alle iibrigen
freie Knoten.

Als Beispiel betrachten wir die in Abb. 5.5 dargestellte Situation. Der Knoten b
liegt, auf der Mitte der Kante zwischen a und ¢ und ist kein Eckpunkt von FEj,
also ein hingender Knoten. Sei f € V},(£2, 7s). Durch die Stetigkeit von f ergibt
sich folgende Abhéngigkeit:

1

F(0) =5 (fa) + f(c)) (5.7)

Sind @ und ¢ freie Knoten, so nennen wir b einfach héingenden Knoten. (5.7) ist
somit hinreichende Bedingung fiir Stetigkeit im Knoten b. Ist dagegen mindestens
einer der beiden Knoten a, ¢ hingender Knoten, so nennen wir b einen mehrfach
héngenden Knoten. Neben (5.7) ergeben sich durch die Stetigkeit von f weitere
Abhéngigkeiten von f(a), f(c) zu Funktionswerten an den entsprechend benach-
barten Knoten.
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E:

E2 E3

Abbildung 5.5: Beispiel fiir einen hdngenden Knoten

Um solche mehrfachen Abhéngigkeiten zu verhindern, fordern wir, dal in der
adaptiven Triangulierung nur einfach héngende Knoten existieren. Abb. 5.6 zeigt
ein adaptives Gitter, das keine mehrfach hiangenden Knoten besitzt.

Abbildung 5.6: Adaptives Gitter mit einfach hiangenden Knoten

Sei N die Menge der Indizes der freien Knoten von N (7g). Geben wir an den
freien Knoten {z;};cn, Funktionswerte F; vor, so existiert eine eindeutige Funk-
tion f € Vi (2, 7s) mit f(x;) = F;,i € Np, wobei sich die Funktionswerte an den
hédngenden Knoten gemé$ (5.7) aus den vorgegebenen Werten ergeben. Das Glei-
chungssystem mufl an diese Situation angepasst werden, indem alle Unbekannten,
also die Funktionswerte der gesuchten Losung, zu hingenden Knoten geméfl der
Zusatzbedingung (5.7) eliminiert werden.

Die Forderung, daf§ nur einfach héngende Knoten existieren, werden wir durch
eine Eigenschaft des Stoppkriteriums erfiillen.
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Dazu gehen wir zunéchst zu einem nodalen Stoppkriterium iiber:
Sei im folgenden N (E) die Menge der Eckknoten von E. Zu einem Knoten z €
N (Tg) sei eine Aussage s(z) gegeben. Wir definieren die Verfeinerungsknoten von
E durch )

No(E) = {Uper ser N(E)}\N(E)

Nc(E) ist also die Menge aller Knoten der Elemente, die bei der rekursiven Ver-
feinerung von F bis zum maximalen Level entstehen, mit Ausnahme der Ecken
von .

Wir setzen

SE)= N s(x) (5.8)

;€N (E)

Gilt nun die Saturierungsbedingung

s(x;) ist wahr fiir alle x; € N(F), dann
ist es wahr fiir alle 7; € Ng(F)

so treten in der durch das Stoppkriterium S gegebenen Triangulierung nur einfach
hingende Knoten auf (vgl.[19]). Die Saturierungsbedingung erleichtert zudem die
Verifizierung des Stoppkriteriums, da in (5.8) nur die Verfeinerungsknoten des
néchsten Levels, also die Knoten auf den Kantenmitten und der Elementmitte
beriicksichtigt werden miissen.

Wahl des Stoppkriteriums

Wir wéhlen nun das nodales Stoppkriterium s(x) fiir alle Knoten x des grund-
legenden Gitters, x € N(7;,), in Abhéngigkeit von einer beliebigen Funktion
v € V4(Q, 7). Im Algorithmus wihlen wir dann zur Bestimmung des adaptiven
Gitters fiir den n-ten Zeitschritt als v die Losung zum zuletzt berechneten Zeit-

schritt: v = u’g_l.

Der Approximationsfehler, der beim Vergrébern einer Triangulierung auftritt, in-
dem v auf den entsprechenden neuen Raum V}, (2, 75) projeziert wird, ist abhéngig
vom Gradienten von v. Eine Vergroberung ist nur auf Elementen, auf denen v
anndahrend konstant ist, sinnvoll. Wir verwenden daher folgendes Stoppkriterium:

s(x) = (IVo(z)] < Cadapr) (5.9)

mit festem Schwellenwert c,g4q,r > 0, wobei wir die Komponenten des Gradienten
durch zentrale Differenzen auf dem grundlegenden Gitter approximieren.

Numerische Integration im adaptiven Fall
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Nachdem die Losung uj € V(2, 7g) zum Zeitpunkt ¢,, berechnet wurde, interpo-
lieren wir diese auf dem grundlegenden Gitter. (Die interpolierte Funktion wird
eventuell bereits beim Speichern der Daten benétigt). Wir kénnen nun wie im
nicht-adaptiven Fall vorgehen und die Integration durch eine Summation iiber
alle Knoten in den B.-Umgebungen approximieren.

Dies stellt keine Einschrankung an die Adaptivitdt des Verfahrens dar, da die der
Zahl der Knoten © € By (zo) := {x € N(T},)| | — 0|2 < €} klein im Vergleich zur
Zahl der Unbekannten ist und wir die Integrationen nur auf den Elementenmitten
der adaptiven Triangulierung durchfiihren. Zudem kann die Menge Bj;, numerisch
vergleichsweise leicht bestimmt werden( z.B. indem man die Offsetkoordinaten
der x € By(x0) zu x speichert).

5.3 3D-Rekonstruktion

Die Funktionen 1,k = 1,2 verwenden wir als Anfangswerte der Differential-
gleichung (5.1) und bestimmen nach dem oben beschriebenen Verfahren zwei
Losungen uy, == ug(7T) € Vi (%) zum gemeinsamen Zeitpunkt 7" > 0.

Seien Ui’; die entsprechenden Knotenwerte von u,, auf xfj € Gy. Aus diesen Werten
rekonstruieren wir nun eine Funktion S € V;,(Q3P). Definiere folgende Gitterwerte
Sijk 7= min(us (x;;), up(z3;)) = min(U, U))

S ist nun durch S(x;;,) = Si;, eindeutig bestimmt. Den so definierten Operator

Vi(21) x Vi, (92) — Vi (Q3P) bezeichnen wir mit Ry.
Da der Rekombinationsprozefl numerisch nicht aufwendig ist, empfiehlt es sich,

die Werte S;j bei jedem Zugriff neu aus den Ui’;, k = 1,2 zu berechnen.

5.4 Tracing schlauchartiger Strukturen

5.4.1 Integration in Gittermetrik

Gegeben sei eine Funktion S € V,(Q3P) auf dem dreidimensionalen Gitter G.
Zu S berechnen wir Schwerpunkt, Massenmoment und dessen Eigenvektoren und
-werte in der Tensormetrik. Sie werden zunéchst in den Mittelpunkten der Git-
terzellen berechnet und zellenweise konstant fortgesetzt. Sei E eine Gitterzelle
mit Mittelpunkt z und A € R**® wie in 3.5.2 definiert.
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Sei Bp(2) := {zi € G|d(zjk, z) < €}, n € IN beliebig.

mp(2) == ,ep, ) A" (@) dx
spp(z) = m D vy AT (@) ANz — 2) dr
Mi(2) = 5575 2oweun A7 5" (@)
(A (2 —2) — spu(2)) @ (A (z — 2) — spp(2)) dx

Die Eigenwerte und -vektoren der Matrix M}, (z) bestimmen wir numerisch durch
eine einfache Vektoriteration [20]. Das Verfahren kénnte an dieser Stelle noch
optimiert werden.

Ein Vergleich der errechneten Eigenwerte mit dem aus dem charakteristischen
Polynom exakt bestimmten hat gezeigt, daf diese Iteration gute Resultate liefert.

5.4.2 Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

Die Differentialgleichung (3.12) wird zu einem Differentialgleichungssystem erster
Ordnung der Form

T = 0

v = F(z,v)
umformuliert.
Zur Losung verwenden wir ein einfaches explizites Euler-Verfahren.
Die Losung erfolgt nun ebenfalls in den Gitterkoordinaten mit der zugehérigen
Metrik. Die Punkte des gefundenen Streckenzugs werden anschliefend in die ur-
spriinglichen Koordinaten transformiert.

Zunéchst wihlen wir einen Startpunkt, indem wir in beiden zweidimensionalen
Bildern ein Paar korrespondierender Punkte festlegen, wodurch ein eindeutiger
Punkt in Xy = X; € Q*P bestimmt ist, sowie einen Startvektor V; € IR? fiir die
Geschwindigkeit.

Wir bestimmen nun rekursiv die einzelnen Teillosungen des in 3.5.3 vorgestellten
Graphen. Seien dazu ein Startpunkt X, und eine Startrichtung Vy € R?® gege-
ben. Seien N € IN,7" > 0,7 := % Wir approximieren die zugehorige Teillosung
(X;,V;) € R® zum Zeitpunkt ¢ = 47,0 = 1... N durch folgende Iterationsvor-
schrift:

Xi = Xi1+7Via
Vio= Via+7F(Xi0, Vi)

Bei der Wahl der Zeitschrittweite ist zu beachten, daf§ zur Berechnung der Be-
schleunigung im Punkt X; die Funktion S nur auf der (durch Gitterzellen ap-
proximierten) Umgebung B.(X;) ausgewertet wird, also nur in B.(X;) liegende
Strukturen erkannt werden. Daher ist es sinnvoll, da | J, B.(X;) die berechnete
Losungskurve iiberdeckt, also der Abstand zweier Punkte X;, X; i kleiner ¢ ist,
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z.B. | X, Xi1| = 5. Die Zeitschrittweite 7 sollte daher so gewéhlt werden, daf3
TV, < % fir alle ¢ = 0... N gilt. (Eine Alternative besteht darin, eine variable

Zeitschrittweite 7; mit 7,V; < 5,4 =0... N einzufiihren.)

Wir werden im folgenden entscheiden miissen, ob die Losung {X;}i—o. n einen
vorgegebenen Punkt Z, zum Beispiel den ersten Startpunkt, erreicht, d.h. ob ein
i > 0und ein s € [0, 1] existieren, so dafl ||.X;—1 + s(X; — X;—1) — Z||2 < € fiir ein
vorgegebenes € > ( gilt. Hier ist es sinnvoll, einen Wert in der Gréfenordnung
der Gitterweite zu wahlen.

Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, dal die Abstdnde je zweier
PunkteX;_1, X; deutlich klein als £ sind, so dafl wir lediglich zu priifen brau-
chen, ob ||.X; — Z||» < € gilt.

Zur Berechnung von F(X;_1,V;_1) werden der Schwerpunkt und die Eigenvekto-
ren und -werte von M), im Punkt X;_; benotigt. Da wir beim Lésen der Differenti-
algleichung nur in den im Vergleich zur Anzahl der Gitterpunkte wenigen Punkten
{X:}izo.. v arbeiten und diese Punkte in der Regel paarweise disjunkt sind, be-
rechnen wir coh, sp und v erst zu dem Zeitpunkt, zu dem wir sie benotigen. Da
diese Werte eingeschréankt auf eine Gitterzelle konstant sind, ist es sinnvoll, le-
diglich die zuletzt berechneten Werte coh(X;_ 1), sp(X;_1), vx(X;_1) zu speichern
und darauf im folgenden Schritt zuriickzugreifen, falls X;_; und X; zu derselben
Gitterzelle gehoren.

Nach Berechnung eines neuen Losungspunktes X;, ¢ > 0 schitzen wir ab, ob die
durch die Funktion S beschriebene Struktur eine Verzweigung in diesem Punkt
besitzt. Dazu verwenden wir wie in 3.2 beschrieben die Kohérenz.

Erreicht die Losung einen solchen Verzweigungspunkt X, ,ip > 0, so wird das
Losungsverfahren unterbrochen und die Punkte {X;},—o_;, des gefundenen Poly-
gonzugs werden gespeichert. Wir bestimmen n Verzweigungsrichtungen V! ... V"
und setzen das Losungsverfahren n mal rekursiv mit neuem Startpunkt X, = X;
und mit Startvektoren Vj,i =1...n fort. Als neue Richtungen verwenden wir:

Vi = wu
VE = wuuy
Ve = —uguy

(Hierbei ist vy ein vorgegebener skalarer Geschwindigkeitswert; vy, ve sind die
Eigenvektoren von Mj.) Wir geben fiir die Baumstruktur, die wir durch diese
Verzweigen erhalten, eine maximale Tiefe vor.

Das Losungsverfahren zu einem Startpunkt X, wird abgebrochen, falls die Teil-
16sung den ersten Startpunkt wieder erreicht oder sich abzeichnet, dafl die Losung
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nicht die gesuchte Struktur approximiert. Die genauen Kriterien dazu fithren wir
im n#chsten Abschnitt auf.

Im ersten Fall fiigen wir die einzelnen Polygonziige des betreffenden Astes zu
einem geschlossenen Polygonzug zusammen. Seien {X,...X; = Xo},l > 0 die
zugehorigen Punkte. Sei

X={rcPFec{0...l1-1}te[0,1] v=X;+t(X;p1 — X;)}

Eine Approximation des gesuchten Schlauches erhalten wir nun, in dem wir einen
e-Schlauch I' um X mit € > 0 betrachten:

= {z € Q*P|dist(z, X) < &}

Eine Alternative besteht, wie in 3.5.3 erwédhnt, darin, Teillésungen zu suchen,
deren Endpunkte an andere Teillosungen anliegen.

Durch Zusammenfassen aller dieser Losungen erhalten wir ein Gebilde, dafl aus
der Vereinigung geschlossener Polygonziige besteht.

5.4.3 Stoppkriterien

Sei zum Startpunkt X, die Losung bis zu einem Zeitpunkt ig € {1... N} be-
reits berechnet. Es ist sinnvoll, das Losungverfahren abbrechen zu lassen, falls
die Losung zum ersten Startpunkt X zuriickkehrt oder sich abzeichnet, daf
{Xi}icqo...i0y nicht den gesuchten Schlauch approximiert.

Wir verwenden dazu folgende Kriterien:
Das Losungsverfahren wird abgebrochen, falls

e N Zeitschritte berechnet wurden: 7g = V.

e die Losung das Gebiet Q3P verlaft: X;, ¢ Q3P

die Losung die Struktur verlafit.
Als Kriterium verwenden wir |sp(X;)| > cgist > 0.

die Losung zum eigenen Startpunkt zuriickfiihrt:
|XZ'0 — X0|2 < € fur 19 >> 0.

die Losung zum ersten Startpunkt zuriickfiihrt:
|XZ'0 — X§|2 < ¢ fir Xy 7é XS

die Losung einer bereits berechneten Lésung {X;Yier (mit I ¢ IN) folgt,
d.h. dist(X;, X;) < € fiir gentigende viele (4, j) € [0,40] x [
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5.4.4 Uberblick iiber den Algorithmus

Wir beschreiben in Grundziigen den Tracing-Algorithmus:

Zu einem Knoten K des Baumes speichern wir folgende Werte:
K. X, Startpunkt der Teillosung zum Knoten K
K.Vy Startrichtung, Startgeschwindigkeit
K.Liste Liste der berechneten 3D-Punkte der Losung
K.s Resultat des Losungsprozesse (s.u.)

Sei GL sei eine (zunéchst leere) Liste von dreidimensionalen Punkten, wir werden
in dieser Liste alle berechneten Punkte der Teillosungen zusammenfassen.

Wir wahlen nun einen Startpunkt X, und eine oder mehrere Startrichtungen
Viit=0...n—1.Im Fall n = 1 legen wir einen Knoten K als Wurzel des Baumes
an mit

KXo =Xy, KVy=V, KListe= (leer), K.s=0,

andernfalls setzen wir
K.Xo= Xy, KVy,=V, KListe= (leer), K.s=1
und fiigen an K n Kinderknoten K;, : =0...n — 1 an mit:
K;. Xo= Xy, K. Vo=V, K,Liste= (leer), K;s=0
Die Teillosung zu einem Knoten K berechnen wir wie folgt:

Funktion Solve(K):
xo = K. Xo,v9 = K.V}
fir n=1... Nyz:
berechne (z,,v,) = (Tp_1,Vn_1) + T(Vn_1, F(Tp_1,0n_1))
zu festem 7 >0
speichere z, in K.Liste
gebe 0 zuriick, falls:
ozx, )
o |sp(x,)] > cgist >0 1
o i{r € K.Liste| dist(z,GL) <&} > N; 2
N > Nyin N |ZL‘n — K.X0|2 <g?3
falls |z, — Xolo < € (dabei X # K.X,!) * gebe 2 zuriick
falls n > Nyin A cOh(2,) < Chifure
wdhle neue Startrichtungen V;, i1=0...n—1
falls max. Baumtiefe noch nicht erreicht:
flige n neue Kinderknoten K; von K in den Baum ein mit:
K. Xo=x, K.Vo=V, K,;Liste= (leer), K;s=0
gebe 1 zuriick
gebe 1 zuriick
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Alle im folgenden vorgestellten traverse-Routinen sollen ausgehend von der Wur-
zel den Baum rekursiv durchlaufen. Der Aufbau des Baumes erfolgt mit Hilfe
folgender Routine

Funktion Traversel(K):
falls K.s=0.:
K.s=solve(K)
falls K.s=0:
16sche Knoten K
sonst
fiige Kopie von K.Liste an GL an
falls K.s =1 und max. Baumtiefe noch nicht erreicht:
traversel (K;) fiir alle Kinder K; von K

Falls genau eine Teillosung zum ersten Startpunkt zuriickkehrt, findet man den
entsprechenden geschlossenen Polygonzug durch folgende Routine:

Funktion traverse2(K):
falls K Blatt des Baumes ist:
falls K.s=2:
gebe 1 zuriick
sonst gebe 0 zuriick
sonst:
fir alle Kinderknoten K;:
v; :=traverse2 (K;)
falls v; =0 entferne K;
gebe max; v; zurick

Diese Routine 1483t sich ebenfalls verwenden, falls die Teillosungen zu mehreren
Blattern des Baumes zum ersten Startpunkt zuriickkehren.

Sollen alle Teillésungen isoliert werden, die Teil eines geschlossenen Polygonzugs
sind (unabhéngig davon, ob der erste Startpunkt Teil dieses Polygonzugs ist) , so
lassen sich die iibrigen Teillosungen mit Hilfe folgender Routine entfernen:

! Teillésung auBerhalb der Struktur

2Teillosung folgt bereits berechneter Losung
3Teillssung kehrt zu eigenem Startpunkt zuriick
4Teillssung erreicht ersten Startpunkt
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Funktion traverse3(K):
traverse3(K;) fiir alle Kinderknoten von K
falls K Blatt:

sei x letzter Punkt der Liste K.Liste.

bestimme d = ming x g dist(z, K Liste)

(wobei K die Menge aller Knoten des Baumes ist)

falls d > ¢ entferne K
Mit anderen Worten, wir entfernen rekursiv alle Blatter, deren Teillésungen nicht
an andere Teillosungen angrenzen.



Kapitel 6

Anwendung

6.1 Diffusion

6.1.1 Vergleich verschiedener Diffusionsmodelle

In diesem Abschnitt wollen wir anhand von Beispielen die Vorteile des neuen Ver-
fahrens zur Erkennung und Hervorhebung schlauchartiger bzw. linearer Struktu-
ren aufzeigen. Zunéchst werden wir die verschiedenen Diffusionsmodelle mitein-
ander vergleichen.

Abbildung 6.1: Originalbild und Grauwertsegmentierung

Dazu betrachten wir als Beispiel ein Bild mit schlauchférmiger Struktur, - die wir
im folgenden auch als Ring bezeichnen - , und kiinstlichem Rauschen (Abb.6.1),
und wenden darauf lineare Diffusion, Perona-Malik-Diffusion und anisotrope Dif-
fusion nach dem Modell von Weickert so wie anisotrope Diffusion nach dem auf
dem Massenmoment basierenden Modell an. Als rechte Seite wahlen wir in allen

89
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vier Fallen f = 0. Anschliefend fithren wir eine Grauwertsegmentierung mit ge-
eignetem Schwellenwert ¢ € [0, 1] durch.

Abbildung 6.2: Resultat der linearen Diffusion

Abb.6.2 zeigt das Ergebnis der linearen Diffusion. Wie erwartet sorgt die Dif-
fusion fiir eine gleichméfige Glattung des Bildes. Dadurch wird zum einen das
Rauschen reduziert, zum anderen verschwimmt der Bereich zwischen Struktur
und Hintergrund, die Struktur wird unscharf. Bei einer Grauwertsegmentierung
(¢ =0,91) wird ein deutlich breiteres Objekt erkannt als im Original vorhanden
(Abb.6.2). Das erkannte Objekt enthélt etliche Liicken.

Abbildung 6.3: Resultat der Perona-Malik-Diffusion

Im Vergleich dazu ist in Abb. 6.3 deutlich die punktweise Steuerung der Diffusion
zu erkennen. An einigen Stellen tritt eine Kontrastschirfung ein. Insgesamt ist
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die Struktur besser zu erkennen als bei der linearen Diffusion. Die Grauwertseg-
mentierung (¢ = 0,85) liefert ein Objekt, dafl ebenfalls etliche Liicken enthilt.
Man erkennt, dafl Teile des Hintergrundes durch die Scharfung ebenfalls hervor-
gehoben werden.

Abbildung 6.4: Resultat der Anisotropen Diffusion nach Weickert

Beim Ergebnis der anisotropen Diffusion (Abb. 6.4) ist deutlich die Kantenpar-
allele Glattung zu erkennen. Die Kanten des Schlauchs werden dadurch hervor-
gehoben, und die Abgrenzung zum Hintergrund wird verstirkt. Im Hintergrund-
rauschen bilden sich gréobere Strukturen heraus. Diese werden jedoch mit fortlau-
fender Diffusion weggegléttet. Die Grauwertsegmentierung (¢ = 0, 86) liefert ein
im Vergleich zu den vorherigen Resultaten glatter berandetes Objekt, dafl infolge
der Kantenparallelen Glattung weniger Liicken aufweist.

Abbildung 6.5: Resultat der Anisotropen Diffusion nach dem neuen Modell



92 KAPITEL 6. ANWENDUNG

Das Ergebnis des Diffusionsprozesses nach dem neuen Modell (Abb.6.5) zeigt noch
deutlicher eine Diffusion in tangentiale Richtung an eindimensionalen Strukturen,
so daB} die Struktur gleichméafliger gegliattet wird als beim Modell nach Weickert.
Auch hier werden Strukturen im Hintergrund erkannt und hervorgehoben. Ent-
lang des Rings bilden sich kleine Auslédufer, die in die Hintergrundstrukturen
iibergehen. Diese Ausldufer lassen sich auch nach der Grauwertsegmentierung
(¢ = 0,87) erkennen. Das segmentierte Objekt besitzt einen glatteren Rand als
das der Segmentierung des Bildes, das nach dem von Weickert [23] vorgestellten
Modell geglattet wurde, und weist zudem weniger Liicken auf.

Ziel der Diffusion ist es, eine lickenlose Erkennung des geschlossenen Rings durch
die Grauwertsegmentierung zu ermoglichen. Wiirden Liicken bestehen bleiben, so
miifiten sie in einem Nachbearbeitungsschritt nach der Rekonstruktion geschlos-
sen werden, da sonst das Tracingverfahren an diesen Liicken stoppt. Um eine
solche Nachbearbeitung zu vermeiden, sollen durch die Diffusion alle Liicken ge-
schlossen werden. Die lineare Diffusion sowie das Perona-Malik-Modell sind dazu
ungeeignet. Im folgenden werden wir uns daher auf einen Vergleich der Modelle
mit anisotroper Diffusion konzentrieren. Wir werden sehen, dafl das neue Mo-
dell wesentlich besser in der Lage ist, Liicken zu schlieffen, als das Modell von
Weickert.

Abbildung 6.6: Testbild

Wir betrachten dazu ein Beispiel. Als Ausgangsbild wéhlen wir ein Bild, das eine
schmale Linie L sowie ein Rechteck R vor schwarzem Hintergrund zeigt (Abb.6.6).
Die Linie hat eine von null verschiedene Breite und ist daher mathematisch als
schmales Rechteck zu betrachten. Dennoch werden wir weiterhin von Linie spre-
chen. Thre beiden schmalen Seiten bezeichnen wir als Linienenden. Die langen
Seiten von L und die Seiten von R bezeichnen wir im folgenden auch als Kanten
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(vgl. 2.2.2). Wir werden untersuchen, inwiefern diese Objekte durch die beiden
Modelle der anisotropen Diffusion verdndert werden. Auch hier sei wieder f =0
gewahlt.

Abb. 6.7 zeigt die Ergebnisse beider Diffusionen. Beide Verfahren erhalten wie
erwartet die Kanten des groflen Rechtecks, dessen Form dadurch weitgehend un-
veréndert bleibt. Auch die Kanten der Linie werden in beiden Féllen durch Kan-
tenschéarfung erhalten. Die beiden Verfahren unterscheiden sich deutlich in der
Weise, wie die Enden der Linie durch die Diffusion verandert werden.

Die Diffusion nach dem von Weickert vorgestellten Modell verlduft an den Enden
nicht parallel zur Linienrichtung, sondern auf die horizontale Symmetrieachse zu.
Dadurch bilden die Enden der Linie im Laufe der Diffusion die Form von spit-
zen Dreiecken aus. Orthogonal an den langen Seiten dieser Dreiecke findet fortan
Kantenschéarfung statt. Nur an den d&ufleren Spitzen der Dreiecke sorgt die Diffusi-
on in Linienrichtung fiir ein “Wachsen” der Linie. Das Wachstum wird also durch
das Zuspitzen der Ecken und die Kantenschérfung an den Seiten beschréankt.

Um die oben beschriebene Auspragung von Spitzen zu verstehen, betrachten wir
die Eigenvektoren v;, des Strukturtensors .J,, p > 0, der die Hauptdiffusionsrich-
tung bestimmt, und vy, des ungeglatteten Strukturtensors .Jy zum kleineren Ei-
genwert. v, liegt an Kanten orthogonal zum Gradienten, also orthogonal zu den
Kanten. An den Enden von L liegt vy, also orthogonal zur Linienrichtung (Abb.
6.8). Ein Diffusionsprozel mit p = 0 wiirde, da in Richtung vy, Kantenschérfung
stattfinden wiirde, alle vier Kanten von L erhalten. Beide Objekte L, R wiirden
gleich behandelt. Beim Glatten des Strukturtensors Jy mit Parameter p > 0 wird
nun vy, gemittelt. Wahlt man p geniigend grof3, so iiberwiegt an den Enden von
L der Einflufl der Daten der angrenzenden langen Kanten, so daf v;, dort nicht
mehr kantenparallel ist (vgl. Abb 6.8), sondern schriag zur horizontalen Symme-
trieachse von L liegt. Durch die Diffusion in Richtung v;, prigen sich dann die
oben beschriebenen spitz zulaufenden Kanten aus.

Im Vergleich dazu betrachten wir nun den Eigenvektor v); des Massenmoments
M zum groBleren Eigenwert, der im neuen Modell die Hauptdiffusionsrichtung
bestimmt. vy, liegt, wie wir oben gesehen haben, parallel zu linearen Strukturen.
Vorteil ist, dafl diese Strukturen nicht im betrachteten Punkt z, sondern nur in
der e-Umgebung B. liegen miissen , die in Berechnung von M /(x) eingeht. Die
Daten brauchen daher nicht wie im Modell nach Weickert durch eine Glattung
gemittelt werden. Abb. 6.9 skizziert den Eigenvektor vy, in einer Umgebung der
Linie. Die Kantenschérfende Diffusion orthogonal zu vy, ist in Abb. 6.7 zu er-
kennen. Die Linie wéichst durch die Diffusion in Linienrichtung. Dieses Wachsen
erfolgt dadurch, daf§ vy; an den Linienenden parallel ist, schneller als bei der
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Abbildung 6.7: Links: Modell nach Weickert, rechts:neues Modell zu drei verschie-
denen Zeitschritten



6.1. DIFFUSION 95

Abbildung 6.8: Eigenvektoren von Jy (links) bzw. J, (rechts) zum kleineren Ei-
genwert

Diffusion nach dem von Weickert vorgestellten Modell. Bei der Auswertung des
Massenmoments im néchsten Zeitschritt wird dann die verldngerte Linie erkannt,
sodaB sich die Diffusion in Linienrichtung weiter fortsetzt.

- —— - > —— -

— —
—_— — - > — = —

Abbildung 6.9: Eigenvektor v des Massenmoments

Im oben gezeigten Beispiel sehen wir, dafl durch die anisotrope Diffusion mit der
Zeit der Kontrast vermindert wird, da wir bisher f = 0 vorausgesetzt haben. Um
diesen Verlust des Kontrastes zu verhindern, verwenden wir in unserem Modell
eine rechte Seite f # 0.

Eine solche rechte Seite liefle sich natiirlich auch bei Weickert [23] einsetzen, um
auch hier den Kontrast zu erhohen.

6.1.2 Anwendung auf DNA-Bilder

Wir betrachten nun das in Abb. 6.10 gezeigte Stereopaar von DNA-Bildern. Wir
glidtten beide Bilder mit derselben Zeitschrittweite bis zu einem Zeitpunkt 7" > 0,
zu dem alle Liicken beider DNA-Ringe geschlossen sind.

Abb. 6.11 zeigt die Ergebnisse der ersten vier Zeitschritte zum rechten Bild sowie
die Entwicklung der rechten Seite f(u).

Anhand der rechten Seite f.(¢,x) laBt sich nachvollzichen, wie die Erkennung
der Struktur voranschreitet. An Bildpunkten, in denen eindimensionale Struktu-
ren erkannt werden, findet eine Kontrastschiarfung statt, so dafl diese Strukturen
hervorgehoben werden. Mit der Zeit wachsen diese nun entlang der Hauptdif-
fusionsrichtung. An diesen Strukturen findet im néchsten Zeitschritt u.U. eine
erneute Kontrastschiarfung statt, es werden weitere Punkte am Rand der Struk-
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Abbildung 6.10: EM-Stereobilder eines DNA-Rings

turen erkannt und hervorgehoben.

Ausgangspunkt fiir das Wachsen dieser Strukturen sind die Punkte, die zum Zeit-
punkt t = 0 erkannt wurden. Die rechte Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist daher von
besonderer Bedeutung fiir das Ergebnis der Diffusion. Im vorliegenden Bild er-
folgt die Kontrastschiarfung zum Zeitpunkt ¢ = 0 sowohl an Punkten, die zur
gesuchten Struktur gehoren, als auch an Punkten im Hintergrund. Daher werden
auch Strukturen im Hintergrund hervorgehoben. Wir nennen diese Strukturen im
folgenden auch zusdtzliche Strukturen.

Diese Hintergrundstrukturen sind dann problematisch, wenn sie mit der DNA-
Struktur verschmelzen und sich auf diese Art Verzweigungspunkte bilden. Bei
dem anschlieBenden dreidimensionalen Tracing des Rings werden wir an solchen
Verzweigungspunkten auf Probleme stofen.

An Stellen, an denen im ersten Schritt bereits geniigend Punkte des DNA-Rings
hervorgehoben wurden, werden bereits nach wenigen Zeitschritten grofie Teile
der Struktur erkannt. Es gibt jedoch relativ groe Teile des DNA-Rings an denen
keine Kontrastschéarfung stattfindet, so dafl hier grofle Liicken entstehen, die sich
erst nach einigen Zeitschritten schlieen. So ist nach dem vierten Zeitschritt die
DNA-Struktur zum Grof3teil hervorgehoben, lediglich zwei Liicken schlieflen sich
nach dem sechsten Zeitschritt.

Die rechten Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0 sollte also so gewéhlt werden, dafl die
Kontrastscharfung nach Moglichkeit nur an Punkten erfolgt, die zur gesuchten
Struktur gehoren, und dafl diese Punkte moglichst dicht in der Struktur liegen.
Wir verwenden daher im ersten Zeitschritt statt der rechten Seite fi(u) die in
Abschnitt 3.3.3 vorgestellt rechte Seite fo(u).
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Abbildung 6.11: Ergebnis und rechte Seite beim Glatten des rechten Bildes in
den ersten vier Schritten
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Ein weiterer Nachteil der Kontrastschérfung neben der Hervorhebung von Hin-
tergrundstrukturen ist, dal die Dicke der Struktur mit der Zeit zunimmt. Grund
dafiir ist, dafl die Kontrastschiarfung auch an den Léngsseiten der Struktur auf-
tritt (vgl Abb. 6.11 , rechte Spalte).

Wir fithren im Anschlufl an die Diffusion eine Grauwertsegmentierung durch, in-
dem wir einen Schwellenwert bestimmen und alle Bildpunkte mit einem hoéheren
Grauwert als Teil der (approximierten) Struktur interpretieren (Abb. 6.12).

Abbildung 6.12: links: Ergebnis des siebten Glattungsschrittes, rechts: zugehorige
Grauwertsegmentierung

Betrachten wir nun die Ergebnisse bei der Bearbeitung des zweiten Bildes. Wir
lassen das Verfahren mit denselben Parametern ablaufen. Lediglich die Parameter
zur ersten Erkennung der Struktur, d.h. die Parameter der rechten Seite zum
Zeitpunkt ¢ = 0, passen wir optimal an das neue Bild an.

Abb.6.13 zeigt die Ergebnisse nach den ersten vier und nach dem sechsten und
achten Zeitschritt. Man erkennt deutlich, dafl die Qualitidt des zweiten Bildes
schlechter als die des ersten ist. Es bleiben in den ersten Zeitschritten mehr
Liicken der Struktur offen, gleichzeitig entstehen mehr zusétzliche Strukturen.
Es dauert dementsprechend lédnger, bis alle Liicken geschlossen sind. Dies ist erst
nach dem achten Zeitschritt der Fall.

Rechts neben dem DNA-Ring wird eine Struktur hervorgehoben, die aus zwei
Schlaufen verbunden mit einer langen horizontalen Struktur besteht. Es handelt
sich hierbei moglicherweise ebenfalls um einen DNA-Ring, der stark um die hori-
zontale Achse verdrillt ist. Im Originalbild ist jedoch nicht eindeutig zu erkennen,
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Abbildung 6.13: Ergebnis der Gldttung des linken Bildes, Schritte 1-4,7.8
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ob hier ein weiterer Ring vorhanden ist.

Trotz der Tatsache, dal die DNA-Ringe zu unterschiedlichen Zeitpunkten voll-
stdndig erkannt sind, verwenden wir zur Rekonstruktion des 3D-Bildes die Er-
gebnisse desselben Zeitschritts, damit sich die Strukturen in ihrer Dicke nicht zu
stark unterscheiden. In diesem Fall wahlen wir also die Ergebnisse nach dem ach-
ten Zeitschritt.

In den folgenden Abschnitten werden wir sehen, wie sich aus diesem Paar zunéchst
einen 3D-Datensatz gewinnen und anschlieend der dreidimensionalen DNA-Ring
von den zusétzlich entstandenen Strukturen trennen laf3t.

Weitere DNA-Bilder sind im Anhang angefiigt.

6.2 Rekonstruktion des 3D-Bildes

6.2.1 Rekonstruktion von Auslaufern

Wir haben gesehen, dafl bei der Vorgléittung der zweidimensionalen Bilder neben
dem DNA-Ring zusétzliche Strukturen hervorgehoben werden. Diese Strukturen
sind, da sie aus dem Hintergrundrauschen entstehen, in der Regel nur in einem
der beiden Bilder enthalten, d.h. es gibt kein Pendant dazu im entsprechend an-
deren Bild. Wir wollen untersuchen, wie sich dies auf die Rekonstruktion auswirkt.

Rekonstruiert wird eine solche Struktur S eines Bildes nur, wenn sich im anderen
Bild “korrespondierende” Strukturen befinden, d.h. im zweiten Bild liegen auf
den korrespondierenden Geraden zu den Punkten von S Bildpunkte mit minde-
stens gleichhoher Intensitdt. Mit anderen Worten, zu den Punkten von S exi-
stieren mogliche korrespondierende Punkte. Als korrespondierende Struktur zu
den zusétzlichen kann unter anderem der DNA-Ring des anderen Bildes in Frage
kommen.

Uns interessieren nun gerade die dreidimensionalen Strukturen, die aus den zusétz-
lichen Strukturen mit dem DNA-Ring als korrespondierende Struktur rekonstru-
iert werden, da sie unmittelbar an den DNA-Ring angrenzen.

Betrachten wir dazu ein modellhaftes Beispiel. Abb. 6.14 zeigt zwei Projektionen
eines Torus. Die Lage der Projektionsrichtungen sei die gleiche wie in den Beispie-
len 2.1. und 2.2. In der rechten Projektion wurden zwei zusétzliche Strukturen A
und B zugefiigt.

Zur Struktur A existieren im anderen Bild keine korrespondierenden Strukturen,
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Abbildung 6.14: Projektionen eines Torus mit zuséatzlichen Strukturen

sie geht also nicht in die Rekonstruktion ein. Als korrespondierende Strukturen
von B kommen im zweiten die beiden Teile des Torus in Frage, die auf derselben
Hohe liegen. Da diese im Vergleich zur Struktur A diinn sind, entsteht bei der
Rekonstruktion von A mit einem dieser Teile eine Struktur, die in Richtung der
ersten Projektion verlduft (Abb. 6.15) und in stumpfen Winkel an den Torus an-
liegt.

Abbildung 6.15: Rekonstruktion des Torus

Allgemein entstehen also aus den zusétzlichen Strukturen in den zweidimensiona-
len Bildern bei der Rekonstruktion unter anderem Strukturen, die im stumpfen
Winkel am dreidimensionalen DNA-Ring anliegen. Wir werden uns dies im Tra-
cingverfahren zu Nutze machen. Die Losungskurve wird aufgrund der Trigheit
des bewegten Punktes nicht in diese Strukturen hineinlaufen.

6.2.2 Rekonstruktion der DN A-Struktur

Aus den vorgeglatteten Bildern 148t sich nun wie in Kapitel 5 beschrieben eine
Funktion S € V,(Q3P) rekonstruieren.

Wir withlen nun ein Grauwert ¢ € [0, 1] und stellen die Oberfliiche S~ (¢) mit dem
Graphikprogramm GRAPE dar. Abb. 6.16 zeigt diese Oberfliche. Man erkennt
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Abbildung 6.16: Verschiedene Ansichten der rekonstruierten Menge

u.a. zwei schlauchartige geschlossene Strukturen, die eine approximiert den ge-
suchten DNA-Ring, die andere ergibt sich aus der Nichteindeutigkeit der Rekom-
bination (vgl. Beispiel 2.2). Die Strukturen, die wéihrend des Diffusionsprozesses
in den 2D-Bildern entstanden sind, gehen, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen
haben, ebenfalls in den Rekonstruktionsprozefl mit ein; es entstehen zusétzliche
Strukturen in 3D.

Aufgrund dieser zusétzlichen Strukturen und des durch die Nichteindeutigkeit
entstandenen zweiten Rings ist das Resultat der dreidimensionalen Rekonstruk-
tion unbefriedigend. Wir werden die Strukturen, die den gesuchten DNA-Ring
approximieren, mit Hilfe der in Abschnitt 3.5 vorgestellten gewchnliche Differen-
tialgleichung isolieren.

6.3 Tracing eines geschlossenen Schlauchs

Abbildung 6.17: Projektionen der Mengen I'y, und des Polygonzugs

Sei S € V,(Q2*P) die im letzten Abschnitt betrachtete Funktion. Wir wollen nun
den gesuchten DNA-Ring, der in der Menge I' := S7!([¢, 00)) mit einem ¢ > 0 wie
im vorhergehenden Abschnitt enthalten ist, isolieren. Wir wéahlen per Hand ein
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Paar korrespondierender Punkte, die zu den DNA-Ringen in beiden 2D-Bildern
gehoren und rekonstruieren daraus einen Punkt M € Q3P den wir als ersten
Startpunkt des Tracing-Verfahrens verwenden.

Um den Verlauf der Teillosungen, die wir mit Hilfe unseres Verfahrens ermitteln,
innerhalb der Menge I' zu verfolgen, projezieren wir I’ sowie den Polygonzug
mittels der Projektionen Py, P, zuriick nach R2.

Abb. 6.17 zeigt die Projektionen der Menge I als weifie Punkte, den projezierten
Polygonzug in roter Farbe. Die griinen Punkte markieren jeweils den Startpunkt
einer Teillosung. Die Losung startet im griinen Punkt in der linken Hélfte des
DNA-Rings und verlduft im Uhrzeigersinn. Nachdem das Losungsverfahren vier-
mal unterbrochen und mit neuen Startwerten fortgesetzt wurde, erreicht eine der
Teillosungen wieder den ersten Startpunkt. Nur dieser geschlossene Polygonzug
wurde abgebildet, die {ibrigen Teillosungen wurden verworfen.

Eine Unterbrechung erfolgte an den Stellen mit coh(z) < cp;fure. Wir sehen, daB
dies in der Regel an Stellen geschieht, an denen die Struktur Y-formige Verzwei-
gungen besitzt. Das Verfahren ist nicht in der Lage, die beiden Verzweigungsrich-
tungen zu erkennen, da der Eigenvektor v; von M nur die Haupttrigheitsachse
wiedergibt (vgl. Abb. 6.18). Aus diesem Grund und aufgrund der Trigheit des
bewegten Massenpunktes folgt die Losung dieser Achse bis zum Rand der Struk-
tur, wo das Verfahren aufgrund der hohen Kohérenz abbricht.

A 1
Abbildung 6.18: Modell eines Verzweigunspunktes

Die Verzweigungsrichtungen sind in der Regel nicht parallel zu einem der Ei-
genvektoren von M. Das Verfahren konnte optimiert werden, indem man ein
Kriterium verwendet, dal den Verzweigungspunkt frither erkennt und die Ver-
zweigungsrichtungen exakt ermittelt, so dafl dort die Verzweigung erfolgen kann.
Wir werden auf diese Problem im néchsten Abschnitt zuriickkommen.

In Abschnitt 6.2.1 haben wir beschrieben, wie die Auslaufer, die bei der Vorglédttung
entstanden sind, rekonstruiert werden. Diese liegen in der Regel in einem stump-
fen Winkel am DNA-Ring an. In der Praxis hat sich wie erwartet gezeigt, dafl
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die Losungskurve aufgrund der Tréagheit des Massenpunktes nur selten in diese
falschen Strukturen hineinlduft. Werden die Parameter der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung optimal angepafit, so 1a8t sich ein geschlossener Polygonzug
finden, ohne dafl eine Verzweigung notwendig ist.(Dies betrifft den hier darge-
stellten DNA-Ring sowie die Ringe 1 und 2 im Anhang.)

(s (e &

Abbildung 6.19: Verschiedene Ansichten des dreidimensionalen Polygonzugs

Abb. 6.19 zeigt verschiedene Ansichten eines dreidimensionalen e-Schlauches um
den errechneten Polygonzug.

Wir wollen untersuchen, wie weit der errechnete Polygonzug von der echten DNA-
Struktur abweicht. Da wir keine Kenntnis iiber deren exakten Verlauf besitzen,
kénnen wir den Approximationsfehler nur schétzen. Im folgenden beschranken
wir uns jedoch darauf, den ermittelten Polygonzug auf die Originalbilder zuriick-
zuprojezieren.

Abbildung 6.20: Projektion des dreidimensionalen Polygonzugs auf die Ausgangs-
bilder

Abb. 6.20 zeigt die Originalbilder mit und Abb. 6.21 - um genau vergleichen zu
kénnen - ohne projezierten Polygonzug. Man erkennt, dafl der Polygonzug mit
Ausnahme einiger Stellen den (per Augenmafl erkannten) DNA-Ring gut appro-
ximiert. Abweichungen um wenige Pixel ergeben sich dadurch, dafl die Struktur
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Abbildung 6.21: Ausgangsbilder

in den geglétteten Bildern breiter als in den Originalbildern dargestellt wird und
diese Breite beim Losen der gewohnlichen Differentialgleichung eine Toleranz fiir
den Verlauf des Polygonzugs darstellt.

An manchen Stellen weicht der gefundene DNA-Ring jedoch deutlich von dem
DNA-Ring ab, den das menschliche Auge erkennt. Solche Stellen finden sich vor
allem im linken Bild, das im Vergleich zum anderen eine deutlich schlechtere Qua-
litdt besitzt. Grund fiir die Abweichung ist, daf§ die DNA-Struktur beim Glétten
falsch erkannt und hervorgehoben wurde. Eine solche Stelle ist z.B. am unteren
rechten Teil der Struktur im linken Bild zu finden (siehe Pfeil). Das menschliche
Auge erkennt hier einen eindeutigen Verlauf des DNA-Rings. Betrachtet man den
Bereich der Abweichung genauer, so wird klar, da3 der Verlauf dort keineswegs
eindeutig ist. Das Glattungsverfahren erkennt hier einen anderen, nach mensch-
lichem Augenmaf falschen Verlauf.

6.4 Probleme mit Kreuzungspunkten

Betrachten wir nun noch ein Paar von Stereobildern, bei denen sich die zweidi-
mensionalen Abbilder des DNA-Rings selbst iiberschneiden. Diese Punkte in 2D
hatten wir in 3.1.1 als Kreuzungspunkte bezeichnet.

Abb. 6.22 zeigt ein solches Paar. Die oberen beiden Bilder sind die Originalbilder,
die unteren beiden sind das Ergebnis des Glattungsverfahrens mit anschlieBender
Grauwertsegmentierung. Man erkennt in den Originalbildern zwei Kreuzungs-
punkte des DNA-Rings. Beim Glétten entstehen zusétzlich noch mehrere Ver-
zweigungen in falsch erkannte Strukturen, die, wie wir gesehen haben, bei der
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Abbildung 6.22: 2DA-Bilder mit Kreuzungspunkten

Rekonstruktion und dem Tracing kein zu grofies Problem darstellen. Uns inter-
essieren im folgenden nur die beiden Kreuzungspunkte.

Diese Kreuzungspunkte existieren nur in der Projektion, im Dreidimensionalen
liegen die entsprechenden Teile des Rings voneinander entfernt. Die Tatsache,
daB sich beide Projektionen des Rings in etwa an derselben Stelle in den beiden
Bildern iiberschneiden, deutet darauf hin, daf§ diese Distanz im Vergleich zur Ge-
samtgrofe des Rings sehr klein ist, die Teile des Rings also sehr nahe beieinander
liegen. Da DNA-Strukturen im Allgemeinen stark in sich verdrillt sein koénnen,
erwarten wir gerade solche geringen Absténde (vgl. Abschnitt 2.1).

Problematisch ist nun, dafl solche nahe beieinanderliegenden Teile durch den Dif-
fusionsprozel zu einer gemeinsamen Struktur verschmelzen kénnen, wie z.B. im
obigen Beispiel (Abb. 6.22) zu erkennen ist. Dadurch entstehen nach der 3D-
Rekonstruktion auch Kreuzungspunkte im Dreidimensionalen.

Hinzu kommt, dafl das von uns verwendete Massenmoment nicht geeignet ist, in
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einem Kreuzungspunkt die verschiedenen Richtungen, in die die sich kreuzenden
DNA-Stréange verlaufen, exakt zu erkennen. Dieses Problem trat bereits bei den
Verzweigungen in falsche Strukturen auf. Es betrifft sowohl den Diffusionsprozefl
als auch das Tracing.

Abbildung 6.23: Modell eines Kreuzungspunkts

Um diese Erkennungschwierigkeiten zu verdeutlichen, betrachten wir das Modell
eines Kreuzungspunktes. Seien g1, zwei Geraden in IR?, die sich in einem Punkt
p und mit Winkel « kreuzen. Um die beiden Geraden sei Masse stabférmig mit
festem Radius angeordnet. Wir setzen voraus, dafl a # 0 gilt (siehe Abb. 6.23).
Diese Massenanordnung besitzt in p drei Symmetrieachsen, die gleichzeitig die
Haupttrigheitsachsen des zugehorigen Trigheitstensors sind. Eine dieser Achsen
entspricht der Winkelhalbierenden von o durch p, die zweite liegt in der von
g1, g2 aufgespannten Ebene orthogonal zur ersten, die dritte liegt orthogonal zu
den beiden anderen. Berechnen wir nun in p die Eigenvektoren v ... vs, so liegen
diese parallel zu den Symmetrieachsen. Das Massenmoment ist also nicht geeig-
net, die Verzweigungsrichtungen in p exakt zu erkennen.

Im Diffusionsmodell liegt die Hauptdiffusionsrichtung parallel zur Symmetrieach-
se, orthogonal dazu hat die Diffusion, da Kohédrenz und Gradient ungleich null
sind, einen kleineren Koeffizienten, so dafl sich die Struktur durch die Diffusi-
on entlang der Symmetrieachse auspriagen wird. Die sich kreuzenden Strukturen
verschwimmen daher einer gemeinsamen parallel zur Symmetrieachse verlaufen-
den Struktur. Dies gilt analog fiir die 2D-Diffusion. In den unteren Bildern in
Abb.6.22 ist erkennbar, wie sich die Struktur an Kreuzungspunkten entlang der
“falschen” Hauptdiffusionsrichtung auspragt.

Beim Verfolgen der DNA-Struktur mit Hilfe der gewthnlichen Differentialglei-
chung ergibt sich an den Kreuzungspunkten ein &hnliches Problem. Anhand der
Kohérenz 1483t sich zwar feststellen, ob die Losungskurve einen Kreuzungspunkt
erreicht, wir kénnen jedoch die Verzweigungsrichtungen nicht exakt bestimmen.
Als Verzweigungsrichtungen wihlen wir in unserem Verfahren +v; Denkbar wiére
auch eine geeignete Linearkombination aus den beiden Eigenvektoren. Die Praxis
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hat gezeigt, dafl die in der Regel vorhandene Unsymmetrie der Umgebung um
einen Verzweigungspunkt entscheidet, in welchen der Verzweigungséste der Mas-
senpunkt hineinlauft.

Abbildung 6.24: Projektion des dreidimensionalen Rings auf die vorgeglatteten
Bilder

Betrachten wir nun die Approximation des in Abb. 6.22 dargestellten DNA-Rings,
die uns das Tracing-Verfahren liefert. Die berechneten Teillosungen, die in Form
von Polygonziigen vorliegen, lassen sich in diesem Fall nicht zu einem geschlosse-
nen Polygonzug zusammensetzen. Abb. 6.24 zeigt die Projektionen der verschie-
denen Polygonziige. Die griinen Punkte markieren die Startpunkte der einzelnen
Polygonziige. Der erste Startpunkt ist mit einem Pfeil markiert.

In diesem Beispiel lassen wir die Losung bereits in X in die Richtungen 4uv;
verzweigen, d.h. wir berechnen die Losungen der Differentialgleichung zum Start-
punkt X, und den Startvektoren ro = v; und r{ = —uv;.

Bei der Berechnung der Teillosungen steigen wir im Baum zunéchst mdoglichst
tief ab (“Depth-first”). Wir betrachten nun den Ast, in den zuerst abgestiegen
wird und fassen die zugehorigen Polygonziige zu einem zusammen, den wir als
Polygonzug A bezeichnen. Sei ry der Startvektor der ersten Teillosung. Die oberen
beiden Bilder in Abb. 6.25 zeigen die Projektionen dieses Polygonzugs. Auffallend
ist, dafl in der linken Projektion am unteren Kreuzungspunkt Teile von A in
etwa parallel in der Projektionsebene verlaufen, wihrend man, wenn man die
Originalbilder betrachtet, eher erwarten wiirde, daf} sie sich kreuzen sollten.
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Abbildung 6.25: Polygonziige A,B,C
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Abbildung 6.26: Mogliche Verlaufe am Kreuzungspunkt

Abb. 6.26 zeigt diese beiden Moglichkeiten. Grund fiir den parallelen Verlauf ist,
daB der Eigenvektor vy von M (z) wie oben beschrieben diese Richtung vorgibt.
Die letzte Teillosung des Astes findet nicht zum ersten Startpunkt zuriick, son-
dern fithrt in einen bereits durchlaufenen Teil der Struktur, so daf§ das Verfahren
abbricht.

Das Verfahren versucht nun ausgehend von den bisherigen Verzweigungspunkten
weitere Teillosungen zu finden. Hier werden zwei weitere Polygonziige berechnet,
die nicht parallel zu einem bereits vorhandenen verlaufen. Der erste, den wir mit
B bezeichnen, stellt eine Verbindung der im unteren Kreuzungspunkt parallel
verlaufenden Teile von A her (Abb. 6.25, mittlere Reihe).

Den letzten Polygonzug, bezeichnet mit C, erhalten wir als Losung der Differen-
tialgleichung mit Startpunkt xzy und Startvektor r; (Abb. 6.25, untere Reihe).
Dieser Polygonzug folgt zunéchst dem Teil der Struktur, der noch nicht von A
und B durchlaufen wurde. Das letzte Stiick liegt nahe dem bereits berechneten
Polygonzug A. Das Verfahren erkennt, dafl dieser Teil der Struktur bereits durch-
laufen wurde und bricht ab.

R T

Abbildung 6.27: 3D-Schlauch in verschiedenen Perspektiven

Betrachten wir nun den dreidimensionalen e-Schlauch um die errechneten Poly-
gonziige. Abb. 6.27 zeigt verschiedene Ansichten dieses Schlauchs. Deutlich zu
erkennen ist, daf§ der Verlauf des Schlauches im Bereich der Kreuzungspunkte
nicht eindeutig dargestellt wird. Im oberen Bereich sind die Endpunkte der Po-
lygonziige A und C sichtbar. Das Endstiick des Polygonzugs A folgt, wie bereits
oben erwahnt, einem falschen, bereits approximierten Teil der Struktur, Polygon-
zug B schlieit die Liicke zwischen dem ersten Startpunkt und dem Polygonzug A.
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Im Bereich des unteren Kreuzungspunktes verlaufen zwei Teile des Polygonzugs
nahezu parallel, die Liicke zwischen beiden Teilen wird durch den Polygonzug B
iiberbriickt. Wie oben erwéhnt, scheint, wenn man die Originalbilder betrachtet,
dieser fast parallele Verlauf falsch wiedergegeben zu sein, wiahrend das Verbin-
dungsstiick die Struktur anscheinend richtig wiedergibt. Entsprechend fehlt ein
weiterer Teil, der die iibrigen Teile verbindet und in den Projektionen mit B zu-
sammen den Kreuzungspunkt bildet, wie in Abb. 6.26 rechts skizziert.

An dieser Stelle sei nochmal darauf hingewiesen, dafi dieses Mehrdeutigkeitspro-
blem dadurch entsteht, da bei der Rekonstruktion ein Kreuzungspunkt in R?
entstanden ist. Erst dadurch ergeben sich die verschiedenen Méglichkeiten, die
vier angrenzenden Aste miteinander zu verbinden.

Betrachten wir zum Schluf noch die Projektion des approximierten DNA-Rings
auf die Originalbilder. Abb. 6.28 zeigt diese Projektionen, Abb.6.29 die Original-
bilder. Wie im vorherigen Abschnitt gibt die Breite der gegldatteten Struktur die
maximale Abweichung des Polygonzugs vor.

Der gesuchte DNA-Ring wurde also auch in diesem Fall, abgesehen von den Pro-
blemen an den Kreuzungspunkten, gut approximiert.
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Abbildung 6.28: Projektion des dreidimensionalen Polygonzugs auf die Ausgangs-
bilder

Abbildung 6.29: Ausgangsbilder



Kapitel 7

Resumé

Im vorherigen Kapitel haben wir das vorgestellte Verfahren zur 3D-Rekonstruk-
tion getestet und dabei gute Resultate erzielt.

Zur Vorgldttung der zweidimensionalen Bilder haben wir ein Modell einer Ani-
sotropen Diffusion gewéhlt, das eindimensionale Strukturen erkennt und durch
Kontrastschirfung hervorhebt. Wir haben gesehen, dafl wir mit Hilfe dieses Mo-
dells trotz des starken Rauschens in der Lage sind, die DNA-Strukturen in den
vorliegenden Bildern zu erkennen und hervorzuheben. An wenigen Stellen wird
aufgrund des Rauschens der Verlauf anders erkannt, als er nach Augenmaf3 ist.

Meiner Meinung nach ist es nicht moglich, diese Erkennung bedeutend zu verbes-
sern. Da der Verlauf der DNA-Ringe in den verrauschten Bildern an vielen Stellen
nicht eindeutig ist , wir konnen nicht erwarten, die DNA-Ringe exakt zu erkennen.

Wir haben das Glattungsverfahren auf Bilder verschiedener DNA-Ringe (siehe
Anhang) angewandt. Dabei war eine Anpassung der Parameter nicht notwendig.
Lediglich die Parameter der rechten Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0, die wie in Kapitel
6.1.2 beschrieben einen grofien Einflufl auf den Verlauf Erkennung hat, haben wir
fiir jedes Bild neu optimiert, um das Schlielen der grofleren Liicken zu beschleu-
nigen.

Es hat sich also gezeigt, dafl das Verfahren robust ist.

Eine verbesserte Wahl der rechten Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0 konnte zu einer
leichten Verbesserung des Resultats fithren, d.h. das weniger zusétzliche Struk-
turen erkannt werden und sich Liicken des DNA-Rings noch schneller schlieffen.

Das Tracingverfahren liefert an den Stellen, an denen keine Kreuzungspunkte
auftreten, sehr gute Resultate, vorausgesetzt, der Verlauf des DNA-Rings wur-
de bei der Vorglattung richtig erkannt. An den Kreuzungspunkten ergeben sich
einige Schwierigkeiten aufgrund der Nichteindeutigkeit des Problems. Das Tra-
cingverfahren kénnte hier noch optimiert werden, indem man andere Kriterien

113
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zur Bestimmung der Verzweigungsrichtungen wéhlt.

Wir mochten noch einmal betonen, daf§ das Tracingverfahren nach einer einma-
ligen Justierung der Parameter in der Lage ist, den gesuchten DNA-Ring auto-
matisch zu isolieren. Lediglich die Wahl des Startpunktes fiir jedes Bildpaar muf}
von Hand erfolgen.

Insgesamt liefert das vorgestellte Verfahren also trotz des starken Rauschens in
den Stereobildern gute Resultate bei der dreidimensionale Rekonstruktion der
gesuchten DNA-Ringe.



Anhang A
Weitere DN A-Ringe
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A.1 DNA-Ring 1

Abbildung A.1: Originalbilder

Abbildung A.2: Vorgeglittete Bilder
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Abbildung A.4: Projektion des 3D-Polygonzugs

7 U

Abbildung A.5: Ansichten des 3D-Polygonzugs
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A.2 DNA-Ring 2

Abbildung A.6: Originalbilder

Abbildung A.7: Vorgeglittete Bilder
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Abbildung A.9: Projektion des 3D-Polygonzugs
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Abbildung A.10: Ansichten des 3D-Polygonzugs



120 ANHANG A. WEITERE DNA-RINGE

A.3 DNA-Ring 3
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Abbildung A.11: Originalbilder

Abbildung A.12: Vorgegléttete Bilder
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Abbildung A.13: Projektion des 3D-Polygonzugs

Abbildung A.14: Projektion des 3D-Polygonzugs

Abbildung A.15: Ansichten des 3D-Polygonzugs
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A.4 DNA-Ring 4

Abbildung A.16: Originalbilder

Abbildung A.17: Vorgegléttete Bilder
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Abbildung A.19: Projektion des 3D-Polygonzugs

Abbildung A.20: Ansichten des 3D-Polygonzugs
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